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r ü l t  k i d o l g o z á s r a
5BEVEZETÉS
Az MTA S z á m í t á s t e c h n i k a i  é s  A u t o m a t i z á l á s i  K u t a t ó  I n t é z e t é b e n  a  
Dr B e n e d i k t  O t t ó  a k a d é m i k u s  i r á n y í t á s á v a l  d o l g o z ó  k u t a t ó c s o p o r t  
a z  e r ő s e n  t e l i t e t t  b o n y o l u l t  g e o m e t r i á j u  m á g n e s e s  k ö r ö k  é s  t e ­
r e k  v i z s g á l a t á v a l  f o g l a l k o z i k .
A v a l ó s á g  m e g f e l e l ő  p o n t o s s á g g a l  t ö r t é n ő  l e í r á s á n á l  a l a p v e t ő e n  
k é t  u t a t  k ö v e t h e t ü n k :  m á g n e s e s  k ö r ö k  v i z s g á l a t a  n o m o g r a f i k u s  
m ó d s z e r r e l ,  i l l e t v e  b i z o n y o s  t é r r é s z e k b e n  l é t r e j ö v ő  p o n t o s  e l ­
o s z l á s o k  v i z s g á l a t a  t é r s z á m i t á s i  m ó d s z e r e k k e l .
Úgy a  n o m o g r a f i k u s  m ó d s z e r  t o v á b b f e j l e s z t é s e  s o r á n ,  m i n t  a  s z á ­
m i t ó g é p e s  t é r a n a l i z i s  e s e t é n  s z e m b e t a l á l k o z u n k  a  l i n e á r i s  e g y e n  
l e t r e n d s z e r e k  m e g o l d á s á n a k  p r o b l é m á j á v a l .  Ezen  e g y e n l e t r e n d s z e ­
r e k n e k  m e g o l d á s a  t ö r t é n h e t  d i r e k t  é s  i t e r a t i v  u t ó n .
Az 1 9 5 0 - e s  é v e k  e l e j é n  e l t e r j e d t  a z  a  n é z e t ,  h o g y  a  d i r e k t  mód­
s z e r e k  n a g y  k o m p u t e r e k r e  nem a l k a l m a s a k  é s  i t e r a t i v  m ó d s z e r r e l  
k e l l  h e l y e t t e s í t e n i .  A z ó t a  a  d i r e k t  m ó d s z e r e k e n  t ö b b  j a v i t á s t  
v é g e z t e k é s  k i s  é s  k ö z e p e s  m é r e t ű  p r o b l é m á k r a  t o v á b b r a  i s  j ó l  
a l k a l m a z h a t ó k .  A z o n b a n  n a g y o n  n a g y  r e n d s z e r e k n é l  s p a r s e  a z a z  
r i t k a  m á t r i x  e s e t é n  á l t a l á b a n  i t e r a t i v  m ó d s z e r e k e t  h a s z n á l n a k .  
E n n e k  e g y i k  o k a ,  h o g y  a  d i r e k t  m ó d s z e r  a  b e l s ő  m e m ó r i á t  j o b b a n  
t e r h e l i ,  i g y  a  l e g n a g y o b b  s z á m i t ó g é p e k n é l  i s  m e m ó r i a  p r o b l é m á k  
m e r ü l h e t n e k  f e l ,  a m ik  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  a l k a l m a z á s á v a l  e l k e r ü l ­
h e t ő e k .  M á s r é s z t  n a g y  é s  r i t k a  m á t r i x  e s e t é n  a s z á m í t á s i  m u n k a ­
i g é n y e s s é g  a z  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r n é l  k i s e b b .  A n a g y  é s  g y o r s  s z á ­
m i t ó g é p e k  l e h e t ő v é  t e t t é k  a z t  i s ,  h o g y  p o n t o s  n u m e r i k u s  m e g o l ­
d á s o k a t  k a p j u n k  o l y a n  f i z i k a i  é s  m a t e m a t i k a i  p r o b l é m á k r a ,  ame­
l y e k  -  b á r  i s m e r t e k  v o l t a k  a l g o r i t m u s o k  a  k e z e l é s ü k r e  e l ő z ő l e g  
i s  -  a  g y a k o r l a t b a n  mégsem v o l t a k  h a s z n á l h a t ó k ,  m e r t  n a g y o n  
n a g y  v o l t  a  m e g o l d á s h o z  s z ü k s é g e s  m ű v e l e t e k  s z á m a .  I l y e n  p r o b ­
lém a  a  p a r c i á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  n u m e r i k u s  m e g o l d á s á n á l  
f e l l é p ő  s p a r s e  m á t r i x u  n a g y  e g y e n l e t r e n d s z e r e k  m e g o l d á s a .
I l y e n  e g y e n l e t e k k e l  Í r j á k  l e  p l .  az  e l e k t r o m á g n e s e s  t e r e k e n  k i -
6v ü l  a  n e u t r o n d i f f ú z i ó t , f o l y a d é k á r a m l á s t ,  e l l a s z t i c i t á s t , s t a ­
b i l  á l l a p o t ú  h ő á r a m l á s t ,  i d ő j á r á s e l ő r e j e l z é s t .
E b b e n  a  t a n u l m á n y b a n  az
A u = b  / I  /
l i n e á r i s  e g y e n l e t r e n d s z e r  i t e r a t i v  m ó d s z e r r e l  t ö r t é n ő  m e g o l d á ­
s á v a l  f o g l a l k o z u n k ,  a h o l  A a d o t t ,  N x N - e s  v a l ó s  m á t r i x ,  b 
a d o t t ,  v a l ó s  o s z l o p v e k t o r .  Az u i s m e r e t l e n  o s z l o p v e k t o r t  a k a r ­
j u k  m e g h a t á r o z n i .  A z o k a t  a  m ó d s z e r e k e t  i s m e r t e t j ü k ,  a m e l y e k  
n a g y  /N = 1 0 3- 1 0 6/  é s  " s p a r s e "  A m á t r i x  e s e t é n  h a s z n á l h a ­
t ó k .
A s z á m i t ó g é p e k  e l t e r j e d é s e  ó t a  s o k  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r t  d o l g o z t a k  
k i .  Young p l .  a z  1 9 7 1 - b e n  m e g j e l e n t  k ö n y v é b e n  14 e l s ő f a j ú  l i ­
n e á r i s  s t a c i o n á r i u s  é s  10 n e m s t a c i o n á r i u s  m ó d s z e r t  m u t a t  b e .
E b b e n  a  t a n u l m á n y b a n  Young t e r m i n o l ó g i á j á t  k ö v e t v e  a  g y a k r a b ­
b a n  h a s z n á l t  m ó d s z e r e k e t  é s  a z  1971  ó t a  k i d o l g o z o t t  j a v í t á s o ­
k a t  i s m e r t e t j ü k .
K ö s z ö n e t é t  m o n d o k  d r  G e r g e l y  J ó z s e f n e k  a  N u m e r i k u s  M ó d s z e r e k  
O s z t á l y  v e z e t ő j é n e k  a  t a n u l m á n y  m e g í r á s á h o z  a d o t t  h a s z n o s  t a n á ­
c s a i é r t .
71. ALAPFOGALMAK
Egy / l / - e t  m e g o l d ó  i t e r a t i v  m ó d s z e r  <j) ( A , b ) ,  <f>^ (u^ ° ^ , A , b ) , 
(í>2 ^u , u  1 , A , b ) . . .  f ü g g v é n y e k k e l  d e f i n i á l h a t ó .
Az u^ ° \  u ^1 f s o r o z a t  a z
u l o ;  = 4>o ( A , b )
u ( " + 1 ) = * n + 1 ( u < ° ) . A , b )
á l t a l  v a n n a k  d e f i n i á l v a .  G y a k r a n  s  >_ 0 - r a  u  ^° \  u ^ 1\ . . u ^ S/ 
t e t s z ő l e g e s e n  v á l a s z t h a t ó ,  a z a z  <}>o , . . • <í> t e t s z ő l e g e s
f ü g g v é n y e  A - n a k  é s  b - n e k .  Ha s>0  e g é s z r e  i g a z ,  h o g y  <f> 
f ü g g e t l e n  n - t ő l  m i n d e n  n > s , a k k o r  a  m ó d s z e r t  s t a c i o n á r i s -  
11 a k  m o n d j u k .  E g y é b k é n t  n e m s t a c i o n á r i s n a k .
P l  s = l  a z t  j e l e n t i ,  h o g y  a z  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r
0  ^ = <J>o ( A , b )
( n+1 ) . n _u = 4) ( u  , A , b )
a l a k b a n  i r h a t ó .
Ha m i n d e n  n - r e  d> az  u ^ ‘ 1 . .  ^  - n e k  l i n e á r i sn
f ü g g v é n y e ,  a k k o r  a  m ó d s z e r t  l i n e á r i s n a k  n e v e z z ü k .  E g y é b k é n t  
n e m l i n e á r i s n a k .
A l i n e á r i s  s t a c i o n á r i s  i t e r a t i v  m ó d s z e r t  e l s ő f a j ú n a k  n e v e z ­
z ü k ,  h a
u / n + l /  = g u / n /  + k / 1 . 1 /
a l a k ú ,  a h o l  G m á t r i x  é s  k  o s z l o p v e k t o r .
Az / 1 . 1  / m ó d s z e r  t a n u l m á n y o z á s a  h e l y e t t  g y a k r a n  v i z s g á l j u k  
a z
/ i - G / u  = k 1 1 . 21
8u n .  k a p c s o l t  r e n d s z e r t .
/ 1 / ,  i l l .  / 1 . 2 / m e g o l d á s a i n a k  h a l m a z á t  H/ A , b / - v e i  i l l .  
H / i - G , k /  - v a l  j e l ö l j ü k .  Ha A n e m s z i n g u l á r i s ,  a k k o r  l é t e z i k  
/1  / - n e k  e g y e t l e n  u  m e g o l d á s a ,  a m i t  u = A1 b  a d  meg .
Az / 1 . 1  / á l t a l  d e f i n i á l t  i t e r a t i v  m ó d s z e r t  az  / 1 /  r e n d s z e r ­
r e l  k o n z i s z t e n s n e k  n e v e z z ü k ,  h a  H / A , b /  £  H / I - G , k / ,  f o r d í t o t ­
t a n  k o n z i s z t e n s n e k ,  h a  H / A , b /  _> H / I - G , k /  é s  t e l j e s e n  k o n ­
z i s z t e n s n e k ,  ha  H / A , b /  = H / I - G , k / .
A k o n z i s z t e n c i a  f o g a l m a  t e h á t  a z  / 1 /  l i n e á r i s  é s  a z  / 1 . 1 /  
i t e r á c i ó s  e g y e n l e t  m e g o l d á s a i n a k  h a l m a z á t  k a p c s o l j a  ö s s z e  
a n é l k ü l ,  h o g y  a l i n e á r i s  s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r e k  k ö z ü l  b á r m e ­
l y i k e t  k o n k r é t a n  v i z s g á l n á .  í g y  n é h á n y  á l t a l á n o s  t é t e l  k i ­
m ondása  v á l t  l e h e t ő v é ,  m e ly  a  l i n e á r i s  s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r e k  
e g é s z  o s z t á l y á r a  v o n a t k o z i k .
T é t e l  ;
Ha / 1 /  m e g o l d h a t ó ,  a k k o r  az  / 1 . 1  / m ó d s z e r  a k k o r  é s  c s a k  a k ­
k o r  k o n z i s z t e n s  / l / - e l ,  h a  v a l a m e l y  M m á t r i x r a
G = I  -  MA, k  = Mb / 1 . 3 /
Az ( l . l )  m ó d s z e r  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s  
( l ) - e l ,  h a  ( 1 . 3 )  t e l j e s ü l  é s  M n e m s z i n g u l á r i s  m á t r i x .
Ha A n e m s z i n g u l á r i s ,  a k k o r  a z  ( l . l )  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  
k o n z i s z t e n s  ( l ) - e l ,  h a
k  = / I -G  /A"1 b , / 1  - 4 /
é s  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s ,  h a  ( l . l )  i g a z  é s  I - G  n e m s z i n g u l á ­
r i s .  Ha I - G  n e m s z i n g u l á r i s ,  a k k o r  a z  ( l . l )  m ó d s z e r  a k k o r  é s  
c s a k  a k k o r  f o r d í t o t t a n  k o n z i s z t e n s  ( l ) - e l ,  h a
b  = A / l - G / _1k  1 / 1 . 5 /
A m ó d s z e r  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s ,  h a  ( 1 . 5 )  i g a z  é s  A nem­
s z i n g u l á r i s .
9Az i t e r á c i ó s  m ó d s z e r n é l  e g y  m á s i k  n a g y o n  f o n t o s  k é r d é s  az  
i t e r á c i ó v a l  k a p o t t  s o r o z a t  v i s e l k e d é s e .
D e f i n í c i ó :
Az ( 1 . 1 ) m ó d s z e r t  g y e n g é n  k o n v e r g e n s n e k  n e v e z z ü k ,  h a  b á r m e l y  
k e z d o v e k t o r  e s e t é n  a z  u ^ 0 ^, s o r o z a t  k o n v e r g á l .
A m ó d s z e r  k o n v e r g e n s ,  h a  g y e n g é n  k o n v e r g e n s  é s  a  s o r o z a t  h a ­
t á r é r t é k e  u ^ ° ^ - t ó l  f ü g g e t l e n .
M in d e n  ( l . l )  a l a k ú  i t e r a t i v  m ó d s z e r r e  i g a z  a  k ö v e t k e z ő  t é ­
t e l  :
T é t e l  :
A ( l . l )  i t e r a t i v  m ó d s z e r  a k k o r  i s  c s a k  a k k o r  k o n v e r g e n s ,  
h a
S / G /  < 1
é s  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  g y e n g é n  k o n v e r g e n s ,  h a
S / G /  £  1 •
I t t  S / G/  a  G m á t r i x  s p e k t r á l  r á d i u s z á t  j e l ö l i  a z a z
S / G /  = max | x |  a h o l  Sr  G ö s s z e s  s a j á t é r t é k é n e k  h a l m a z a .
* ' SG
Ha
( a )  A n e m s z i n g u l á r i s  é s  ( l ) - n e k  e g y e t l e n  m e g o l d á s a  
v a n  é s
( b )  S / G /  < 1 ,  é s
( c )  k  = / I - G /  A"1 b , a k k o r  a  ( l . l )  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  
t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s  ( l ) - e l ,  é s  t e t s z ő l e g e s  u ^ 0 "* 
k e z d ő v e k t o r r a  a z  u ° \  u ^ , .  . . s o r o z a t  ( l )  e g y e t ­
l e n  m e g o l d á s á h o z  k o n v e r g á l .
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2 .  MÁTRIX ELMÉLETI ALAPFOGALMAK
Ebben  a  f e j e z e t b e n  a z o k a t  a  m á t r i x  e l m é l e t i  a l a p f o g a l m a k a t  
i s m e r t e t j ü k ,  a m e l y e k  e l ő f o r d u l n a k  a  k ö v e t k e z ő  f e j e z e t e k b e n ,  
a h o l  az i t e r a t i v  m ó d s z e r e k e t  v i z s g á l j u k .
D e f i n í c i ó :
Ha az  A m á t r i x  m i n d e n  e l e m e  v a l ó s  é s  nem n e g a t i v  / p o z i t i v / ,  
a k k o r  a m á t r i x o t  n e m n e g a t i v n a k  / p o z i t í v n a k /  n e v e z z ü k .
J e l ö l é s e  A>0 / A> 0 / .
D e f i n i  c  i ó :
V e k t o r  n o r m á j á n  / t e t s z ő l e g e s  v e  EN - r e  j e l ö l j ü k  e z t  a  f ü g g ­
v é n y t  | | v  | |  - v e i /  o l y a n  v a l ó s  é r t é k ű  f ü g g v é n y t  é r t ü n k ,  
a m e ly  az  ö s s z e s  v e k t o r o k  h a l m a z á n  v a n  é r t e l m e z v e  é s
a m e l y t ő l  m e g k ö v e t e l j ü k ,  h o g y  t e l j e s ü l j e n e k  r á  a  k ö v e t k e z ő  
t u l a j d o n s á g o k :
n i I M I > 0  ha  v ^ O  é s  | | v | | = 0 , h a  v  = 0
n i l l c v l  1 = | c |  | | v | |  t e t s z ő l e g e s c  k o m p le x  s z á m r a
m | |v+w| 1 1  1 | v | |  + | | w | |
A d e f i n í c i ó  nem  e g y é r t e l m ű  a b b a n  a z  é r t e l e m b e n ,  h o g y  nem 
e g y e t l e n  f ü g g v é n y  t e s z  e l e g e t  a  k ö v e t e l m é n y e k n e k .  K ö z ü l ü k  a  
l e g h a s z n á l a t o s a b b a k  a
1 v  | 1 2 = ( 2 | v  I 2 )* i = l
E u k l i d e s i n o r m a
M 1 00 = m a x | v ^  | i  = 1 , 2 , . . .N
N
1 v l • l = Z | v . |  i = l
H a s o n l ó  k ö v e t e l m é n y e k  v a n n a k  m á t r i x o k  n o r m á j á r a  i s ,  a m e l y e ­
k e t  a v e k t o r n o r m á k  t u l a j d o n s á g a i b ó l  l e h e t  l e v e z e t n i .  /Az 
a z o n o s  i n d e x ű  v e k t o r  é s  m á t r i x  n o r m á k  k o m p a t i b i l i s e k  a b b a n  
a z  é r t e l e m b e n ,  hogy  e g y i k e t  a  m á s i k b ó l  l e h e t  s z á r m a z t a t n i . /
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P é l d á k m á t r i x n o r m á k r a
N
1 1 A | | = max E | a  . . |
i  J = 1 ^
N
1 1 a | = max E | a  . . |1 1
J J = 1
1 | a | 1 2 = c s ( a h A) D*
l | A | Im = N max
1 | A| L ll a ?  , | Ai T
i  »i 1 / J
1 1 ■» 1 I I 1A x | | 21 1 A 1 1* = s u p
x ^ o I M  l 2
i  = 1 , 2 ,  . . .N 
j  = 1 , 2  , . . .N
i , j  = k , 2 , . . .N
A t o v á b b i a k b a n  m i  a  k ö v e t k e z ő  m á t r i x  n o r m á t  h a s z n á l j u k :
| I B| I = | I A2B A^l I a h o l  A é s  B t e t s z ő l e g e s  ± 0 m á t r i x o k .
Az A n o r m á j a  é s  az  S( A)  s p e k t r á l  r á d i u s z  k ö z ö t t  az  
| | A | |  S ( A)  e g y e n l ő t l e n s é g  é r v é n y e s  b á r m e l y  A k o m p le x  
m á t r i x r a .
D e f i n i c i ó
A = ( a .  . )  m á t r i x  t r a n s z p o n á l t j á n a k  az  A = ( a .  . )  k o n j u -
g á l t  t r a n s z p o n á l t j á n a k  p e d i g  a z  A = ( a .  . )  m á t r i x o t  n e v e z -
J / 1
z ü k ,  a h o l  a  * a  m á t r i x  e l e m  k o m p l e x  k o n j u g á l t j á t  j e l ö l i .
D e f  i n i c i ó :
H a s o n l ó n a k  m o n d ju k  a z  A é s  B N - e d  r e n d ű  m á t r i x o k a t ,  h a  
B = P -1AP t e l j e s ü l  v a l a m i l y e n  P n e m s z i n g u l á r i s  m á t r i x r a .  
H a s o n l ó  m á t r i x o k n a k  u g y a n a k k o r a  a  r a n g j a .
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D e f i n i c i ó :
Legyen a z  A n é g y z e t e s  m á t r i x .  Ha l é t e z i k  o l y a n  B n é g y ­
z e t e s  m á t r i x ,  hogy AB = I  v a g y  BA = I ,  a k k o r  a z  A m á t ­
r i x o t  n e m s z i n g u l á r i s n a k  n e v e z z ü k .  E g y é b k é n t  s z i n g u l á r i s n a k .
B - t  az  A i n v e r z é n e k  n e v e z z ü k .
T é t e l  :
Az A m á t r i x  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  n e m s z i n g u l á r i s ,  h a  
d e t  A ^ 0 .  A k k o r  é s  c s a k  a k k o r  l é t e z i k  o l y a n  u  ^  0 v e k t o r ,  
hogy  Au = O ha  a z  A s z i n g u l á r i s .  Az Au = b  l i n e á r i s  
r e n d s z e r n e k  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  v a n  e g y e t l e n  m e g o l d á s a ,  h a  
A n e m s z i n g u l á r i s .  Ha A s z i n g u l á r i s ,  a k k o r  v a g y  e g y e t l e n  
m e g o ld á s  s i n c s ,  v a g y  v é g t e l e n  s o k  v a n .
D e f i n e  i ó : ;
T HHa A = A , a k k o r  A - t  s z i m m e t r i k u s n a k ,  h a  A = A , a k k o r
TH e r m i t i k u s n a k , ha  A v a l ó s  é s  AA = I ,  a k k o r  o r t o g o n á l i s ­
n a k ,  ha  AAH = I ,  a k k o r  u n i t é r n e k ,  é s  ha  AAH = A A a k k o r  
n o r m á l i s n a k  n e v e z z ü k .
T é t e l ;
Ha A H e r m i t i k u s ,  a k k o r  I IAI I = S / A / .* n
T e t s z ő l e g e s  A = / a .  . /  k o m p le x  m á t r i x r a  S( A) < max  £ ( a .  . )
1 , 3  “ l < i < n  j = l
D e f i n i c i ó :
T ip
v  = / v x , v 2 , • • • v^j/ é s  w = /w1 , w2 , . . .w / k é t  v e k t o r
b e l s ő  s z o r z a t a  a
H N * / v , w /  = v  w = E v .  w. ö s s z e g .
i = l  1 1
T é t e l :
Az A a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  H e r m i t i k u s  m á t r i x ,  h a  / v ,  Av/ 
v a l ó s  m i n d e n  v - r e .
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D e f i n í c i ó  :
Az A m á t r i x  p o z i t i v  d e f i n i t ,  h a  A H e r m i t i k u s  é s  / v , A v / > 0
M in d e n  v  f  0  - r a .  Ha / v , A v /  >0 m i n d e n  v - r e ,  a k k o r  A 
n e m n e g a t i v  d e f i n i t .
T é t e l ;
Az A m á t r i x  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  p o z i t i v  d e f i n i t ,  h a  H e r m i ­
t i k u s  é s  m i n d e n  s a j á t  é r t é k e  p o z i t i v .
D e f i n í c i ó  :
P = /P .  . / p e r m u t á c i ó  m á t r i x  o l y a n  m á t r i x ,  a m e l y n e k  m i n d e n
/ 3
s o r á b a n  é s  o s z l o p á b a n  p o n t o s a n  e g y  1 - e s  á l l ,  a  t ö b b i  e l e m e  
n u l l a .
D e f i n í c i ó  :
Az A m á t r i x  i r r e d u c i b i l i s , h a  nem l é t e z i k  o l y a n  P 
t á c i ó  m á t r i x ,  h o g y  P_1AP = ( ^  a l a k ú ,  a h o l  F é s
z e t e s  m á t r i x  é s  0 m i n d e n  e l e m e  n u l l a .
D e f i n í c i ó :
G y e n g én  d i a g o n á l  d o m i n á l i s  s o r a i  s z e r i n t  a z  N - e d  r e n d ű  A 
m á t r i x ,  h a
N
| a .  . | > Z | a .  . | i  = 1 , 2 , . . .N ( x )
1 , 1  ~  j = l




S z i g o r ú a n  d i a g o n á l  d o m i n á n s  az  A k o m p l e x  m á t r i x ,  h a  / x /  
- n é l  s z i g o r ú  e g y e n l ő t l e n s é g  v a n  m i n d e n  i - r e .
Á l t a l á n o s a n  d i a g o n á l  d o m i n á n s  e g y  A k o m p le x  m á t r i x ,  h a  
o s z l o p a i t  / s o r a i t /  nem 0 t é n y e z ő v e l  b e s z o r o z v a  s o r a i r a  / o s z -
p e r m u -  
H n é g y -
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l o p a i r a /  n é z v e  s z i g o r ú a n  d i a g o n á l d o m i n á n s  m á t r i x o t  k a p u n k .  
T é t e l  ;
TL e g y e n  A = I  -  /L+L /  i r r e d u c i b i l i s  n x n - e s  m á t r i x  é s  L nem 
n e g a t i v .  Ha a z  A p o z i t i v  d e f i n i t ,  a k k o r  A á l t a l á n o s a n  d i a g o ­
n á l  d o m i n á n s .  ( B i z .  l d . 9 . )
D
D e f i n í c i ó :
Az A N - e d  r e n d ű  m á t r i x o t  "A t u l a j d o n s á g ú n a k "  n e v e z z ü k ,  h a
l é t e z i k  a z  e l s ő  N p o z i t i v  e g é s z  szám W h a l m a z á n a k  k é t
o l y a n  d i s z j u n k t  é s  s 2 r é s z h a l m a z a ,  h o g y  Sp + S 2 = w é s
i  f  j  e s e t é n  ha v a g y  a .  . i= 0 , v a g y  a .  . 0 , a k k o r
1 11 1 / 1
i  e é s  j  e S2 , v a g y  i  e S 2 é s  j  e S ^ ,  a z a z  a z  i n d e x e k
k ü l ö n b ö z ő  h a l m a z b a  e s n e k ,  h a  a .  . é s  a .  . k ö z ü l  l e g a l á b b
i / l  l / i
a z  e g y i k  n e m  n u l l a .
D e f i n í c i ó :
Az N -ed  r e n d ű  v a l ó s  m á t r i x o t  " L - m á t r i x n a k "  n e v e z z ü k ,  h a
a .  . > 0  i  = 1 , 2 , . . . N é s
i / l
a .  . < 0 i  ^  j  i , j  = 1 , 2 ,  . . . N  (*)
i / l  —
T é t e l  :
L e g y e n  A = D -  B s z i m m e t r i k u s  i r r e d u c i b i l i s  " L - m á t r i x " .
Az A a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  p o z i t i v  d e f i n i t ,  h a  A á l t a l á ­
n o s a n  d i a g o n á l  d o m i n á n s .  ( B i z o n y í t á s t  l d . ( 9 ) ) .
Az A v a l ó s  m á t r i x o t  S t i e l t j e s  m á t r i x n a k  n e v e z z ü k ,  h a  p o ­
z i t i v  d e f i n i t  é s  (*) t e l j e s ü l .
A - t  " M - m á t r i x n a k "  n e v e z z ü k ,  h a  (*) t e l j e s ü l ,  A n e m s z i n g u l á ­
r i s  é s  Ä"1 0 .
T é t e l e k :
Ha az  A "L  m á t r i x " ,  s z i m m e t r i k u s ,  i r r e d u c i b i l i s  é s  g y e n g é n  
d i a g o n á l  d o m i n á n s ,  a k k o r  A S t i e l t j e s  m á t r i x .
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Ha az A "L m á t r i x " ,  a k k o r A a k k o r  é s c s a k  a k k o r "M m á t -
r i x " i s , h a  S / B / < 1 ,  a h o l B = D’1 C , D = d i a g  A , A = D-C.
Ha a z A S t i e l t j e s  m á t r i x , a k k o r  a z  A "M m á t r i x " .
Ha az  
a k k o r
A v a l ó s  s z i m m e t r i k u s , n e m n e g a t i v N - e d  r e n d ű m á t r i x ,
( a )  E / A/  a z  A e g y  s a j á t é r t é k e  é s  l é t e z i k  A -n a k  e g y
v s a j á t v e k t o r a ,  a m e l y  a  S / A / - h o z  t a r t o z i k  é s  v  > 0 .
( b )  Ha a z  A i r r e d u c i b i l i s , a k k o r  S / A /  a z  A -n a k  e g y ­
s z e r e s  s a j á t é r t é k e  é s  l é t e z i k  e g y  S / A / - h o z  t a r t o z ó  
p o z i t í v  s a j á t v e k t o r .  T o v á b b á  S / A /  > 0  k i v é v e  N = 1 
é s  A = 0  e s e t e k e t .
( c )  Ha a z  A i r r e d u c i b i l i s  é s  - S / A / A - n a k  s a j á t é r t é k e ,  
a k k o r  A "A t u l a j d o n s á g ú "  é s  A d i a g o n á l  e l e m e i  e l ­
t ű n n e k .  - S / A /  a z  A - n a k  e g y s z e r e s  s a j á t é r t é k e .
MEGJEGYZÉS
Á l t a l á b a n  e l l i p t i k u s  d i f f e r e n c i á l  e g y e n l e t e k  d i s z k r e t i z á l á -  
s a  s o r á n  n y e r t  e g y e n l e t r e n d s z e r e k  "A t u a l j d o n s á g u a k " . K é t ,  
á l t a l á n o s  D i r i c h l e t  p r o b l é m a  5 p o n t o s  s é m á v a l  v a l ó  d i s z k r e -  
t i z á l á s a  s o r á n  n y e r t  e g y e n l e t r e n d s z e r t  v i z s g á l u n k .  A p a r c i ­
á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t :
LCu:  = A u + C u + D u + E u  + F u  = G x x  y y  x  y
R k o r l á t o s  t a r t o m á n y o n .
I t t  a z  A , D , C , E , F é s  G a n a l i t i k u s  f ü g g v é n y e k ,  a m e l y e k  x - t o l  
é s  y - t ó l  f ü g g e t l e n e k  R - e n  é s  k i e l é g í t i k  a z  A ^  m, C ^  m 
e g y e n l ő t l e n s é g e k e t ,  v a l a m e l y  m p o z i t i v  k o n s t a n s r a  é s  
F < 0 .  Az u f ü g g v é n y n e k  k i  k e l l  e l é g í t e n i  a z  u / x , y / = g / x , y / 
p e r e m f e l t é t e l t  a z  R S h a t á r á n .  Ha 5 p o n t o s  d i f f e r e n c i a  s é ­
m á t  h a s z n á l u n k  é s  a z  R t a r t o m á n y t  R^ h t á v o l s á g ú  n é g y z e t ­
r á c c s a l  f e d j ü k  b e ,  a k k o r  a  k ö v e t k e z ő  t i p u s u  e g y e n l e t e t  k a p ­
j u k  R^ e g y  b e l s ő  p o n t j á b a n :
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a Q u / x , y /  -  a-j  ^ u / x + h , y /  -  a 2 u / x , y + h /  -  a 3 u / x - h , y /  -  
-  a ^  u / x , y - h /  = t / x , y / ,  a h o l
aQ = a x + a 2 + a 3 + a 4 -  h 2F = 2 /A+C -  Í H 2F /  
a x = A + i h  D a 2 = C + E
a  3 — A -  2“h  D a ^  = C -  f h  E t  = -  h 2G
N e v e z z ü k  e z t  a  f e l a d a t o t  1- e s  v a r i á n s n a k .
T e k i n t s ü k  m o s t  a
L / u /  = /A u x / x  + /C Uy / y  + F u = 0  ö n a d j u n g á l t  d i f f e r e n c i
á l e g y e n l e t e t ,  a h o l  A >. m>0, C _> m>0 é s  F 0 R - e n .
/ E z  az  e l ő z ő b ő l  s z á r m a z i k  A = D, C = E v á l a s z t á s  m e l -x y
l e t t . /
E z t  d i s z k r e t i z á l v a  a z
a Q u / x , y /  -  a 1 u / x + h , y /  -  a 2 u / x , y + h /  -  a 3 u / x - h , y /  -  
-  a ^  u / x , y - h /  = t / x , y /  e g y e n l e t e t  k a p j u k ,  a h o l
,o  = a x + a 2 + a 3 + a 4 -  h zF
■x = A_/x+ £ h , y  / a 2 = C / x , y+i"h /
■ 3 = A / x - f h , y / a 4 = C / x , y - 2“h / t  = - h 2G
E z t  I I .  v a r i á n s n a k  n e v e z z ü k .
A k ö v e t k e z ő  t u l a j d o n s á g u a k  a  v a r i á n s o k :
( a )  Az I .  é s  a  I I .  v a r i á n s b a n  i s  a . .>01 / 1
i  = 1 , 2 , . . . N .  S ő t  a z  I .  v a r i á n s n á l  e l é g  k i s  
h - r a  é s  a  I I .  v a r i á n s r a  i g a z ,  h o g y  A e g y  
"L m á t r i x " .
( b )  Az I . - r e  e l é g  k i s  h  e s e t é n  é s  a  I l - r e  i g a z ,  
h o g y  a z  A u -  b r e n d s z e r t  e g y  v a g y  t ö b b  f ü g  
g e t l e n  a l r e n d s z e r r e  l e h e t  b o n t a n i ,  a m e l y e k  
m i n d e g y i k e  i r r e d u c i b i l i s  m á t r i x .
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( c )  Az i . - r e  e l é g  k i s  h  e s e t é n  é s  a  I I . - r e  i g a z ,  
h o g y  A g y e n g é n  d i a g o n á l  d o m i n á n s .
( d )  A I I .  v a r i á n s r a  i g a z ,  h o g y  A s z i m m e t r i k u s .
( e )  Az I .  é s  a  I I .  v a r i á n s r a  i g a z ,  h o g y  A "A t u l a j ­
d o n s á g ú "  .
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3. LINEÁRIS STACIONÁRIS ITERATIV MÓDSZEREK
M i v e l  a  s t a c i o n á r i s  i t e r a t i v  m ó d s z e r e k  s z á m i t á s t e c h n i k a i l a g  
k é n y e l m e s e b b e k ,  k ö n n y e n  k e z e l h e t ő k ,  á l t a l á b a n  e z e k e t  h a s z ­
n á l j á k .  A n e m s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r e k  b o n y o l u l t a b b a k ,  s z á m i t ó ­
g é p r e  n e h e z e n  a l k a l m a z h a t ó k ,  v i s z o n t  a z  i l y e n  e l j á r á s o k  k o n  
v e r g e n c i á j a  g y o r s a b b  é s  b i z t o s a b b .  M o s t  n é h á n y  l i n e á r i s  s t a  
c i o n á r i s  i t e r a t i v  m ó d s z e r t  i s m e r t e t ü n k .
í r j u k  a  A m á t r i x o t  A = D+E+V a l a k b a ,  a h o l  D d i a g o n á l i s  
m á t r i x ,  E é s  V p e d i g  a l s ó ,  i l l e t v e  f e l s ő  h á r o m s z ö g  m á t r i x o k
1.  J a c o b i  m ó d s z e r
A J a c o b i  / j /  v a g y  m ás  n é v e n  a z  e g y i d e j ű  v á l t o z t a t á s  mód­
s z e r é t  t e t s z ő l e g e s  u   ^°^  k e z d ő v e k t o r b ó l  k i i n d u l v a  a z  
u / n + l /  _ B u / n / + c  i t e r á c i ó s  s é m á v a l  Í r h a t j u k  l e ,  a h o l  
B = -  D-1 /E + V /  é s  C = D_1b .
Ha | | B| | <_ a  < 1 ,  a k k o r  a z  i t e r á c i ó  t e t s z ő l e g e s  u ^ ° ^  
k e z d e t i  v e k t o r  e s e t é n  k o n v e r g e n s  é s  h a t á r é r t é k e  a z  / 1 / 
e g y e n l e t  p o n t o s  m e g o l d á s a .  U g y a n i s  az
u  = B u  + C é s
u / n + l / _  u  _  B / u / n / - u /  = B2 / u  ^n _ 1 ^ - u / = . . .  
. . .  = B / n _ l / / u / o / - u /
E b b ő l  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  a z  { u ^ 11^ } v e k t o r s o r o z a t  a k k o r  é s  
c s a k  a k k o r  k o n v e r g á l  a  p o n t o s  m e g o l d á s h o z ,  h a
l i m  B ^ n + 1  ^ y  = 0 m i n d e n  y v e k t o r r a .  Ez p e d i g  t e l j e s ü l ,
n -*-uu
h a  | | B | | <_ a < 1
A J a c o b i  m ó d s z e r  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s  h a  A é s  I - B  nem­
s z i n g u l á r i s  .
I g a z  az  a l á b b i  t é t e l :
Ha A v a l ó s ,  s z i m m e t r i k u s ,  p o z i t í v  d e f i n i t ,  n e m s z i n g u —
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l á r i s ,  p o z i t i v  d i a g o n á l  e l e m ű  m á t r i x ,  a k k o r  a , j  m ó d s z e r ,
a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  k o n v e r q e n s ,  h a  A é s  2 .D - A  p o z i t i v  
d e f i n i t .
A J a c o b i  m ó d s z e r t  r i t k á n  a l k a l m a z z á k  / 1 /  m e g o l d á s r a .  E n ­
n e k  a z  a z  o k a ,  h o g y  a z  a l á b b  t á r g y a l a n d ó  G a u s s - S e i d e l  
e l j á r á s  / GS/ c s a k n e m  m i n d e n  o l y a n  e s e t b e n  k o n v e r g á l ,  m i n t  
a  J a c o b i ,  v i s z o n t  k o n v e r g á l h a t  o l y a n  e s e t b e n ,  a m i k o r  a  J  
m ó d s z e r  d i v e r g á l .  A GS m ó d s z e r  á l t a l á b a n  g y o r s a b b  a J - n é l .
2 .  G a u s s - S e i d e l  m ó d s z e r
A G a u s s - S e i d e l  j G S j  é s  a  J  m ó d s z e r  k ö z ö t t  a z  a  k ü l ö n b s é g ,
( n )h o g y  a  G S - n é l  m i h e l y t  k i s z á m o l t u k  a z  u v e k t o r  egy  
ú j a b b  k o m p o n e n s é t ,  a z t  a z o n n a l  f e l  i s  h a s z n á l j u k  a  k ö v e t ­
k e z ő  i t e r á c i ó n á l .  Az i t e r á c i ó s  s é m a :
u / n + l /  _  L ^ / n + 1 /  + y u / n /  + a h o l  L é s  U a  B a l s ó ,
i l l e t v e  f e l s ő  / 0  d i a g o n á l i s u /  h á r o m s z ö g  m á t r i x a i .  Más 
a l a k b a  i r v a :
u /n + 1  / _ ^ u / n / + / i - l / ^ C ,  a h o l  £ = / I - L / _1u
Ha A n e m s z i n g u l á r i s ,  a k k o r  a  GS m ó d s z e r  t e l j e s e n  k o n ­
z i s z t e n s  .
M i n t  a z  e l ő z ő e k b ő l  t u d j u k ,  a  s t a c i o n á r i s  i t e r á c i ó s  e l j á ­
r á s o k  k o n v e r g e n c i á j á n a k  s z ü k s é g e s  é s  e l e g e n d ő  f e l t é t e l e  
a z ,  h o g y  B ö s s z e s  s a j á t  é r t é k e  a z  e g y s é g k ö r ö n  b e l ü l  h e ­
l y e z k e d j e n  e l .  E n n e k  a  f e l t é t e l n e k  a  t e l j e s ü l é s é t  e l é g  
n e h é z  e l l e n ő r i z n i ,  d e  h a  v a l a m i l y e n  s p e c i á l i s  t u l a j d o n ­
s á g ú  a  m á t r i x ,  a k k o r  l é n y e g e s e n  k ö n n y e b b e n  e l l e n ő r i z h e t ő  
k o n v e r g e n c i a  k r i t é r i u m o k  n y e r h e t ő k .
T é t e l  :
Ha a z  A e g y ü t t h a t ó m á t r i x  p o z i t i v  d e f i n i t ,  s z i m m e t r i k u s ,  
a k k o r  a  GS i t e r á c i ó  a  k e z d e t i  é r t é k  v e k t o r t ó l  f ü g g e t l e ­
n ü l  k o n v e r g e n s .  / B i z o n y í t á s t  l á s d  p l .  R a l s t o n /
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E l é g  k i d o l g o z o t t  k o n v e r g e n c i a  s z e m p o n t b ó l  a z  u n .  p a r t i c i -
o n á l t  m á t r i x o k  p r o b l é m a k ö r e .  L e g y e n  A = / a .  . /  n x n - e s
1 , 1
i n v e r t á l h a t ó ,  k o m p l e x  e lem ű  m á t r i x .  T e g y ü k  f e l ,  h o g y  P , L  
é s  R o l y a n  n x n - e s  m á t r i x o k ,  h o g y  A = / P + L / + R ,  a h o l  P p o ­
z i t í v  d e f i n i t  / P > 0 /  é s  P+L i n v e r t á l h a t ó .  Ha P d i a g o n á -  
l i s  / v a g y  b l o k k d i a g o n á l i s / ,  L a l s ó ,  R p e d i g  f e l s ő  h á r o m ­
s z ö g m á t r i x  é s  P p o z i t í v  d e f i n i t ,  a  GS i t e r á c i ó  a k k o r  é s  
c s a k  a k k o r  k o n v e r g á l ,  h a  Re A p o z i t i v  d e f i n i t .
1 .  K ö v e t k e z m é n y : Leg y en  A b l o k k p a r t i c i o n á l t , a z a z
A = /A, . / m a h o l  A. . ( k .  x  k . ) - s  m á t r i x  m i n -
í i , D i  1
d e n  i , j  = 1 , 2 , . . . m  - r e .
L e g y e n  P = d i a g  /A^ 1 , . . . , A m m/ ,  A b l o k k d i a g o ­
n á l i s  r é s z e  / m i n d e n  A. . n é g y z e t e s ,  A. . é si , i  i , i
A . . nem f e l t é t l e n ü l  a z o n o s  d i m e n z i ó j u / .  L e g y e n  
3 ,1
A = A / a z a z  L = R* /  é s  P p o z i t i v  d e f i n i t  / m á t ­
r i x o k  d i r e k t  ö s s z e g e / .  A GS m ó d s z e r  a k k o r  é s
\ “1 "H* k.c s a k  a k k o r  k o n v e r g e n s  / a z a z  C(P+L)  L 1 + 0 / ,  h a  
A > 0 .
2 .  K ö v e t k e z m é n y : L e g y e n  A n e m n e g a t i v  d i a g o n á l u  
H e r m i t e  m á t r i x .  A GS m ó d s z e r  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  
k o n v e r g e n s ,  h a  A>0.
3.  K ö v e t k e z m é n y : Leg y en  A t e t s z ő l e g e s  n x n - e s  m á t r i x , 
n e m  s z ü k s é g k é p p e n  s z i m m e t r i k u s .
A = P + L + R ,  B = - / P + L / ^ R ,  a h o l  P d i a g o ­
n á l  / v a g y  b l o k k d i a g o n á l / r é s z e  a z  A - n a k ,  L a z  
A - v a l ,  R p e d i g  a  j o b b  o l d a l i  h á r o m s z ö g  r é s z e .  
T e g y ü k  f e l ,  h o g y  P s z i m m e t r i k u s  é s  p o z i t i v  d e f i ­
n i t  é s
N = A + A* -  R* / P+L/ ' 1 + /P + L */*1 +
+ /P + L * / '1 / R + R * / / P+L/-1 R p o z i t i v  d e f i n i t .  A GS 
a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  k o n v e r g e n s ,  h a  C = A + A* 
p o z i t i v  d e f i n i t .
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L e g y e n  A ( 2 n x 2 n ) - e s  p a r t i c i o n á l t  m á t r i x  l & n r & i  2 i n v e r "  
t á l h a t ó /  A = /A. . / ?  a h o l  m i n d e n  a l m á t r i x  n x n  - e s ,  é s
A2 ^ = - A 1 2 . L e g y e n  C = d i a g / A ^ , , A2 2 / ,  é s  A = F + c ,  
E k k o r  F f e r d é n  s z i m m e t r i k u s .  A l e h e t  a s s z i m m e t r i k u s , 
m i v e l  a  C i s  l e h e t  a z .  V i z s g á l j u k  a  B = - F  1 c  m á t r i x o n  
a l a p u l ó  S e i d e l  i t e r á c i ó t  é s  t e g y ü k  f e l ,  h o g y
ReA = d i a g  ( i / A ^  + A ^ *  / , 1 / A22 + A22* / )  p o z i t i v  d e f i ­
n i t .
Az e l ő z ő  t é t e l  s z e r i n t  a  B~n a l a p u l ó  GS i t e r á c i ó  a k ­
k o r  é s  c s a k  a k k o r  k o n v e r g á l ,  h a  M = Re A -  B *  /Re  A/B 
p o z i t i v  d e f i n i t .
I t t  M = d i a g  (Re A11 -  R * /R e  A2 2 /R ,  Re A22 -  S ífReAA1 1 S ) 
a h o l  R = A1 | 2 Al i r  S = A12 A22
T é t e l  ;
A B = -  F 1 C C =  d i a g  / a ^ ^ , A 2 2 / - n  a l a p u l ó  GS i t e r á ­
c i ó  A X -  /F + C / X = Y - r a  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  k o n v e r ­
g á l ,  h a  a  ReAn  -  R* Re A2 2 R, Re A22 -  S*Re A 1± S m á t ­
r i x o k  m i n d e g y i k e  p o z i t i v  d e f i n i t .
A nnak  e l d ö n t é s e ,  h o g y  a  J a c o b i  v a g y  a  G a u s s - S e i d e l  mód­
s z e r  j o b b - e  e g y  a d o t t  f e l a d a t r a ,  n e h é z  p r o b l é m a .  E g y é r ­
t e l m ű  f e l e l e t e t  c s a k  n e m n e g a t i v  e l e m ű  m á t r i x o k  e s e t é n  a d ­
h a t u n k .  A S t e i n - R o s e n b e r g  t é t e l  s z e r i n t  i l y e n  B m á t r i x  
e s e t é n  a  J  é s  a  GS m ó d s z e r  e g y s z e r r e  k o n v e r g á l  i l l .  d i v e r ­
g á l ,  é s  h a  m i n d k e t t e n  k o n v e r g e n s e k ,  a k k o r  a  GS k o n v e r g á l  
g y o r s a b b a n .
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N e m n e g a t i v  e l e m ű  m á t r i x o k  g y a k r a n  f o r d u l n a k  e l ő  p a r c i á ­
l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  n u m e r i k u s  m e g o l d á s á n á l ,  i g y  
e z e k n é l  a  f e l a d a t o k n é l  e l ő n y ö s  J  h e l y e t t  GS m ó d s z e r t  
h a s z n á l n i .
M in t  a  1 .  f e j e z e t b e n  l á t t u k ,  a  s t a c i o n á r i s  i t e r á c i ó s  e l ­
j á r á s o k  k o n v e r g e n c i á j á n a k  g y o r s a s á g a  B s p e k t r á l r á d i u -  
s z á t ó l  f ü g g ,  e z é r t  B -n e k  m i n d e n  o l y a n  m ó d o s í t á s a ,  a m e l y  
c s ö k k e n t i  a  s p e k t r á l r á d i u s z t , a  k o n v e r g e n c i a  g y o r s í t á s á t  
e r e d m é n y e z i .  A t o v á b b i a k b a n  a  J  é s  GS m ó d s z e r  o l y a n  mó­
d o s í t á s á v a l  f o g l a l k o z u n k ,  a m e l y e k  g y o r s í t j á k  e  k é t  a l a p ­
m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j á t .
3 .  S z i m u l t á n  o v e r r e l a x á c i ó  / J O R /
A s z i m u l t á n  o v e r r e l a x á c i ó s  v a g y  JOR m ó d s z e r  a  J a c o b i  m ó d ­
s z e r b ő l  s z á r m a z i k .  I t e r á c i ó s  s é m á j a
+ C, a h o l  B = toB + / 1 —cu/ I  é s  o) e g yu / n + l /  =  B u / n /  0) 0)
m ód­
á l t a l u n k  m e g f e l e l ő  módon v á l a s z t o t t  p a r a m é t e r .  Ha oj^ O , a  
m ó d s z e r  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s .  Ha u = 1 ,  a k k o r  a  J  m ód­
s z e r t  k a p j u k  v i s s z a .  Ha oj> 1 ,  a k k o r  u ^n+1 ^ - t  " f e l ü l j a v i t -  
juk"  e g y  b i z o n y o s  é r t e l e m b e n ,  m i v e l
u / n +1 / _  u / n / + w/ ü / n + 1 / - u / n / / ,  a h o l  ü ^ n+1//- t  
s z e r  s z e r i n t  k a p j u k .  Ha v i s z o n t  co<l, a k k o r  u ' “ ’ J' , - t  
" a l u l j a v i t j u k " . A f e l a d a t  a z ,  h o g y  w - t  m e g h a t á r o z z u k  
úgy,  h o g y  S(B^)  m i n i m á l i s  l e g y e n .  E z t  a  n e h é z  p r o b l é m á t  
k é s ő b b  r é s z l e t e s e n  t á r g y a l j u k .
Most n é h á n y  o l y a n  t é t e l  k ö v e t k e z i k ,  a m e l y e k  m e g k ö n n y i t i k  
a JOR a l k a l m a z h a t ó s á g á n a k  e l d ö n t é s é t .
a  J
/ n + 1 /
T é t e l
Ha J  m ó d s z e r  k o n v e r g e n s ,  a k k o r  a  JOR i s  a z  0 < c o < l - r e .
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B i z o n y í t á s :
M i v e l  = ojB + / 1 -u ) / I ,  e z é r t  a  p.  ^ é s  a  B
s a j á t  é r t é k e i r e  f e n n á l l  a  = wy^ + / 1—üj/ ö s s z e ­
f ü g g é s .
Ha y^ = r  e i ® r < l  é s  0<to<l a l a k b a  Í r j u k ,  a k k o r
| Pi  | 2 u)2r 2 + 2oorcos0 ( 1 -(jj ) + ( l - o o ) 2 <_ (o o r+ l -u ) )2 < 1 ,
t e h á t  a  JOR m ó d s z e r  k o n v e r g e n s .
T é t e l  ;
Ha A i r r e d u c i b i l i s , g y e n g é n  d i a g o n á l - d o m i n á n s  m á t r i x ,  
a k k o r  a  JOR 0<w <l  e s e t é n  k o n v e r g á l .  / B i z .  l á s d  ( 1 9 )  / .
T é t e l  :
L e g y e n  A v a l ó s  s z i m m e t r i k u s ,  n e m - s z i n g u l á r i s ,  p o z i t í v  
d i a g o n á l e l e m ü  m á t r i x .  A JOR m ó d s z e r  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  
k o n v e r g á l ,  h a  A é s  (2u)~1D-~ a ) p o z i t í v  d e f i n i t .
I t t  D = d i a g  A. A (2u)'1D -  a ) / oj^ 0 /  m á t r i x  v i s z o n t  a k ­
k o r  é s  c s a k  a k k o r  p o z i t í v  d e f i n i t ,  h a
0 < o) < 2------ < 2 / B i z .  l á s d  ( 1 9 )  /
A m i t  a  J  é s  GS m ó d s z e r  h a s z n á l a t á v a l  k a p c s o l a t b a n  
m e g j e g y e z t ü n k ,  i g a z  a  JOR é s  a  GS m ó d s z e r b ő l  a  JO R -h o z  
h a s o n l ó  m ódon  s z á r m a z t a t o t t  SOR m ó d s z e r  e s e t é n  i s .
4 / a .  A s z u k s z c e s s z i v  o v e r r e l a x á c i ó s  v a g y  SOR m ó d s z e r
A s z u k s z c e s s z i v  o v e r r e l a x á c i ó s  m ó d s z e r  i t e r á c i ó s  s é m á j a :  
u / n + l /  _£  / n /  + y j . ^ L  y i  |1)C( a h o l  £  -  / i - WL T1 ( wU+( 1 - oj ) I )
Ha A n e m s z i n g u l á r i s  é s  0 ,  a k k o r  a  SOR t e l j e s e n  k o n ­
z i s z t e n s .
Ha w= l ,  a  SOR a GS m ó d s z e r r e  r e d u k á l ó d i k .  A JO R -h o z  h a ­
s o n l ó a n  ü» 1  e s e t b e n  " f e l ü l j a v í t á s t " , w<l e s e t é n  
" a l u l j a v i t á s t "  h a j t u n k  v é g r e .  I g a z a k  az  a l á b b i  t é t e l e k :
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T é t e l :
L e g y e n  A i r r e d u c i b i l i s , g y e n g é n  d i a g o n á l  d o m i n á n s  m á t ­
r i x .  E k k o r  a GS m ó d s z e r  k o n v e r g e n s  é s  CKoKl - r e  a  SOR i s  
k o n v e r g á l .  / B i z .  l á s d  ( 1 9 )  / .
T é t e l  :
P o z i t í v  d e f i n i t ,  s z i m m e t r i k u s  m á t r i x  e s e t é n  a  SOR m ó d s z e r  
k o n v e r g e n c i á j á n a k  s z ü k s é g e s  é s  e l e g e n d ő  f e l t é t e l e  a z ,  
h o g y  a  0<to<2 . / B i z .  l á s d  ( 1 9 )  / .
T é t e l :
L e g y e n  A = I  -  M i r r e d u c i b i l i s  L - m á t r i x .  A GS é s  J  
m ó d s z e r  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  k o n v e r g á l ,  h a  a z  A s o r a i  s z e ­
r i n t  á l t a l á n o s a n  d i a g o n á l  d o m i n á n s .  / B i z . l d . ( 9  ) / .
T é t é  1 :
/ i / L e g y e n  A = I  -  /L+U/ i r r e d u c i b i l i s  n x n - e s  m á t r i x ,
L é s  U n e m n e g a t i v a k  . A SOR 0 <ok1 - r e  c s a k  a k k o r  
k o n v e r g e n s ,  h a  A s o r a i  s z e r i n t  á l t a l á n o s a n  d i a g o n á l  
d o m i n á n s .  / B i z .  l d .  ( 9 )  / .
/ i i / L e g y e n  Ä = I  -  L + U i r r e d u c i b i l i s  n x n - e s  m á t r i x ,
L é s  U n e m n e g a t i v .  A SOR u ) > l - r e  c s a k  a k k o r  k o n v e r ­
g e n s ,  ha  A s o r a i  s z e r i n t  á l t a l á n o s a n  d i a g o n á l  d o ­
m i n á n s .  / B i z .  l á s d  (9 )  / .
T é t e l :
L e g y e n  A = D + E + F n x n - e s  e g y ü t t h a t ó  m á t r i x ,  a h o l  
D = d i a g  / a . a  / ,  a . . ^O, l < i < n  é s  E ,  F a l s ó ,  i l -  
l e t v e  f e l s ő  h á r o m s z ö g  m á t r i x o k .  L e g y e n  A '  e g y  o l y a n  
m á t r i x ,  a m i t  A - b ó l  ú g y  k a p u n k ,  h o g y  s o r a i t  é s  o s z l o p a i t  
b e s z o r o z z u k  t e t s z ő l e g e s  nem z é r ó  s z o r z ó v a l .  E k k o r  a  SOR 
i t e r á c i ó  A m á t r i x á n a k  é s  A ' - n e k  u g y a n a z o k  a  s a j á t é r ­
t é k e i .
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K ö v e tk e z m é n y :  A SOR m ó d s z e r  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  k o n v e r ­
g e n s  a z  A e g y ü t t h a t ó  m á t r i x  e s e t é n ,  h a  k o n v e r g e n s  A ' - r e  
é s  a  k o n v e r g e n c i a  a s z i m p t o t i k u s  g y o r s a s á g a  u g y a n a z  m i n d ­
k é t  e s e t b e n .
Ha a z  A m á t r i x b ó l  s o r a i  é s  o s z l o p a i  b e s z o r z á s á v a l  k a p o t t  
A'  m á t r i x  d i a g o n á l  d o m i n á n s ,  a k k o r  a  GS é s  a  J  m ó d s z e r  
k o n v e r g á l  a z  e r e d e t i  A m á t r i x  e s e t é n  i s .
Ha a z  A'  t r a n s z f o r m á l t  m á t r i x  d i a g o n á l  d o m i n á n s ,  a k k o r  a  
SOR k o n v e r g á l
0  < a> < to* =
2
1 + m in(  , S 2 )







. E . | a íi f i 1 í j
a '  .i i
. E | a í  . I 
■L-.J- ±J±.
a '  .í i 1
T é t e l
L e g y e n  A = D -  B e g y  i r r e d u c i b i l i s , L - m á t r i x .
A SOR ( 0 < a K l - r e )  é s  a  J a c o b i  m ó d s z e r  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  
k o n v e r g e n s ,  h a  A á l t a l á n o s a n  d i a g o r á l  d o m i n á n s  s o r a i  s z e ­
r i n t .
Ha A H e r m i t e  m á t r i x ,  p o z i t i v  d i a g o n á l  e l e m e k k e l ,  a k k o r  
a  SOR k o n v e r g e n c i á j á n a k  s z ü k s é g e s  é s  e l e g e n d ő  f e l t é t e l e  
a z ,  h o g y  A p o z i t i v  d e f i n i t  l e g y e n .
Az / 1 /  e g y e n l e t  o v e r r e l a x á c i ó v a l  t ö r t é n ő  m e g o l d á s á n á l  
s z e r e p l ő  o v e r r e í a x á c i ó s  p a r a m é t e r  o p t i m á l i s  m e g h a t á ­
r o z á s a  f o n t o s  é s  n e h é z  p r o b l é m a .  Ha A k o n z i s z t e n s e n  
r e n d e z e t t  é s  nem e l t ű n ő  d i a g o n á l i s u  m á t r i x ,  é s  a 
B = I  -  / d i a g A /  _1A m á t r i x n a k  v a n  v a l ó s  s a j á t é r t é k e  é s  
i g a z ,  h o g y  y = S / B /  < 1 ,  a k k o r  a z
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“ b = i  + ( i - S 1 ) *  = 1 + ( i  + u - i ? ) *  I '  Í=S<B) ®
ö s s z e f ü g g é s s e l  d e f i n i á l t  - r e  i g a z ,  h o g y
S / £  I = a) -  1
Cl), DD
é s  h a  aj a), , a k k o r  
b
s  /X [0/ > S /  i  / .
b
T o v á b b á  t e t s z ő l e g e s  ( 0 < o < 2 )  t o - r a
toy + ( io2y 2 -  4 ( e o - l ) ) ^  ]2
h a  O < co < to,
2 ~  b
( * * )
o - l  h a  to < to < 2
b —
És v é g ü l ,  h a  0 <w<wb / a k k o r  S / f ^ /  s z i g o r ú a n  c s ö k k e n ő  
f ü g g v é n y e  o - n a k .  X = S / £ / ,  é s  y = S / B /  j e l ö l é s e k e t  
b e v e z e t v e  (*) - b ő i  é s  a  f e n t i  t é t e l b ő l  k a p j u k ,  h o g y
s  =
ub = 1 + ( l - y 2 1 + ( 1 - X )2
= y 2 (* # * • )
E z é r t  X v a g y  y i s m e r e t é b e n  y ,X  é s  o é r t é k é t  i s  
m e g t u d j u k  h a t á r o z n i .  Az o p t i m á l i s  w k i v á l a s z t á s á h o z  
a l a p v e t ő e n  f o n t o s  S / £ u / - n a k  m i n t  w f ü g g v é n y é n e k  a  v i ­
s e l k e d é s e .  Az a l á b b i  á b r á n  S / £ ^ / - t  co f ü g g v é n y é b e n  s z e m ­
l é l t e t i .  y = 0 . 9 8 7 6 8 8  e s e t é n ,  am i  m e g f e l e l  a  D i r i d e t  
p r o b l é m a e g y s é g  n é g y z e t e n ,  h = r á c s t á v o l s á g g a l  ö t ­
p o n t o s  d i f f e r e n c i a  s é m á v a l  t ö r t é n ő  m e g o l d á s á n a k .
-  27  -
y = 0 . 9 8 7 6 8 8 1 , 7CKu)<l. 8
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M ik ö z b e n  ui no O - t ó l  1 - i g ,  a z a l a t t  S /  £ / l a s s a n  c s ö k -
k e n  1 - r ő l  y 2 = 0 .  9 7 5 5 2 8 - i g .  Ha u)- t  t o v á b b  n ö v e l j ü k ,
S /£ I e g y  k i c s i t  g y o r s a b b a n  c s ö k k e n  u i ^ - i g  /0 ) ^ = 1 .7 2 9 4 5  / 
é s  e b b e n  a  p o n t b a n  a  c s ö k k e n é s  n a g y o n  g y o r s .  P o n t o s a b b a n ,  
h a  ( X X ) - t  d e r i v á l j u k  a z t  k a p j u k ,  h o g y
1 d  d  i
----------r — 1 S (£  ) = —  (coy + (co2y72 -  4 ( ü> - 1 ) ) 7  ) =
S(£ ) 2 d(ü dü3cn
-  4 ( 1- y  2 )
(co2y 2 -  4 ( c o - l ) ) 2 {y (ü J2y 2 -  4 ( íu- 1 )  3 "^ + ( 2-wy 2 ) }
0 <w<o)^ - r e .  Ebbő l  l á t h a t ó ,  h o g y  h a  w- í^o^ ,  a k k o r  S/ jc /  
i r á n y t a n g e n s e  k ö z e l  -°°.  S / £ u / é r t é k e  w = u t - r e
wj-,-l = 0 . 7 2 S 4 5 .  Ha w - t  t o v á b b  n ö v e l j ü k ,  S / £ w/ l i n e á r i ­
s a n  n o ,  a m i g  b e f u t  a  / 2 , 1 / p o n t b a n .
E v i d e n s ,  h o g y  co^-nek e g y  k i s  c s ö k k e n é s e  n a g y  r e l a t i v  n ö ­
v e k e d é s t  o k o z  a  k o n v e r g e n c i a  s e b e s s é g b e n ,  m i n t  u g y a n a k k o ­
r a  n ö v e k e d é s e .  E z t  i l l u s z t r á l j á k  a z  á b r á k .  E n n é l  a  p é l ­
d á n á l  w = 1 . 7 2 - t  h a s z n á l v a  w-b= 1 . 7 2 9 4 5  h e l y e t t  a  k o n ­
v e r g e n c i a  s e b e s s é g  r e l a t i v  n ö v e k e d é s e  2 4 .  80 %, mig  
w = 1 . 7 4 - t  h a s z n á l v a  c s a k  4 . 5 5  %.
Hogy cii-y p o n t o s  é r t é k é t  m e g k a p j u k ,  s a j á t é r t é k e i n e k  v i ­
s e l k e d é s é t  t a n u l m á n y o z z u k  w é s  d f ü g g v é n y é b e n .  R é s z l e t e s  
v i z s g á l a t  a l a p j á n  a  k ö v e t k e z ő t  m o n d h a t j u k :  Ha B - n e k  y 
e g y s z e r e s  s a j á t é r t é k e ,  /Ez  a z  e s e t  a k k o r  á l l  e l ő ,  h a  A 
S t i e l t j e s  m á t r i x ,  e k k o r  y e g y s z e r e s  s a j á t é r t é k / ,  a k k o r  
0 <cu<cob - r e  S j £ ^ l  a z  £ w- n a k  s z i n t é n  e g y s z e r e s  s a j á t é r t é k e  
é s  a b s z o l ú t  é r t é k e  n a g y o b b ,  m i n t  £ más  s a j á t é r t é k é é ,  
a) = oj - r e  S / jC^/ k e t t ő s  s a j á t é r t é k ,  a m e l y n e k  c s a k  e g y  
l i n e á r i s a n  f ü g g e t l e n  S / jCw^/ s a j á t v e k t o r  f e l e l  m eg .  E z é r t  
Iw J o r d a n  k a n o n i k u s  a l a k j a  nem d i a g o n á l i s .  R á a d á s u l
co^  ö s s z e s  s a j á t é r t é k é n e k  a b s z o l ú t  é r t é k e  (cu - 1 ) .
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K i h a s z n á l v a ,  hogy  S t i e l t j e s  m á t r i x o k n á l  e g y e t l e n  l e g n a ­
g y o b b  s a j á t é r t é k  v a n ,  é s  h o g y  t o ^ - t  c é l s z e r ű  a l u l r ó l  b e ­
c s ü l n i ,  a z  A m á t r i x  l e g n a g y o b b  s a j á t é r t é k é n e k  k i s z á m o ­
l á s a  F a g y a j e v  é s  F a g y a j e v a  á l t a l  k i d o l o z o t t  " h a t v á n y m ó d ­
s z e r r e l "  t ö r t é n h e t .  Egy  t e t s z ő l e g e s  v  v e k t o r t  v á l a s z t ­
v a ,  k i  k e l l  s z á m o l n i  a z  Av, A2v ,  A 3v ,  . . .  v e k t o r o k a t .
Ha A - n a k  c s a k  e g y  S / A /  a b s z o l ú t  é r t é k ű  s a j á t é r t é k e  v a n ,  
a k k o r  -  h a  c s a k  nem n a g y o n  s z e r e n c s é t l e n ü l  v á l a s z t j u k  
v - t  -  a  k i s z á m o l t  v e k t o r o k  k o n v e r g á l n a k  a  X-^-hez k a p c s o l t  
v 1 s a j á t v e k t o r  t ö b b s z ö r ö s é h e z .  E b b ő l  k ö n n y e n  m e g k ap ­
h a t ó .  / A " h a t v á n y m ó d s z e r "  / p o w e r /  nem h a t á s o s ,  h a  t ö b b  
s a j á t é r t é k  a b s z o l ú t  é r t é k e  S / A / .  E r e d m é n y e s e n  l e h e t  h a s z ­
n á l n i  S / jC^/  m e g h a t á r o z á s á r a ,  h a  üK ui^ ,  d e  nem h a t á s o s ,  
h a  u)> w, / .=  D
É r d e k e s  m e g j e g y e z n i ,  h o g y  ha  i s m e r ü n k  e g y  A m á t r i x h o z  
t a r t o z ó  o p t i m á l i s  w - t ,  a k k o r  a z  A - b ó l  m e g h a t á r o z o t t  mó­
do n  s z á r m a z t a t o t t  A '  m á t r i x h o z  t a r t o z ó  o p t i m á l i s  w - r a  i s  
b e c s l é s t  k a p h a t u n k .  Ha p l .  A L - m á t r i x  é s  A^ a z  A - b ó l  ú g y  
k e l e t k e z i k ,  h o g y  A - b ó l  n é h á n y  s o r t  é s  o s z l o p o t  t ö r ö l t ü n k ,  
a k k o r  i g a z ,  hogy  S/ B- ^ /  £  S / B / .
I t t  B-^  = I - / d i a g  A-^/^A-^ é s  B = I - / d i a g  A / -1 A. Ha 
A s z i m m e t r i k u s  é s  A^ s z i n t é n  o s z l o p o k  é s  s o r o k  e l h a ­
g y á s á v a l  k e l e t k e z i k ,  a k k o r
X/ A/  < X/ A-^l  < X /A1 / <_ X/A / , a h o l  X/ A/  é s  X/A/  
az  A l e g k i s e b b ,  i l l .  l e g n a g y o b b  s a j á t é r t é k é t  j e l ö l i .
Ha A p o z i t i v  d e f i n i t  é s  BEAD = I  -  / d i a g  A/~l A ,  a k k o r
S /B  CA 2 /  = S( BCA)  é s
K/ A/  = X( A) / X( A) > X( A1 ) / X ( A 1 ) = K / A ^
Ha a z  A,  i l l e t v e  A '  m á t r i x  a z  ö t p o n t o s  s é m á v a l  d i s z k r e -  
t i z á l t  D i r i c h l e t  p r o b l é m a  á l t a l  g e n e r á l t  m á t r i x ,  é s  Rh 
r á c s h á l ó  s ű r ű b b  m i n t  a  R'  r á c s h á l ó ,  a k k o r  S / B ' /  < S / B / f
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a h o l  B = I  -  / d i a g  A /"1 A, B '  = I  -  / d i a g  A '  /‘^ ' . ( B i z  . l d . 1 9 )
P é l d a k é n t  m e g e m l í t j ü k ,  h o g y  L a p l a c e  e g y e n l e t  R n é g y z e ­
t e n  t ö r t é n ő  m e g o l d á s n á l  S / B /  = c o s í-  = — ■ = 0 . 7 0 7 1 ,  v i -  
s z o n t  a z  R'  L - a l a k u  t a r t o m á n y  e s e t é n  S / B /  = —^  = 0 . 4  32
A f e n t i  p é l d á k  o l y a n  s z e r e n c s é s e k  v o l t a k ,  h o g y  co^-t  
d i r e k t  u t ó n  s i k e r ü l t  m e g h a t á r o z n i ,  a z a z  a  p a r c i á l i s  d i f ­
f e r e n c i á l -  i l l .  d i f f e r e n c i a - o p e r á t o r  s a j á t é r t é k  p r o b l é ­
m á j á t  d i r e k t  m ódon  m e g o l d o t t u k .  A g y a k o r l a t b a n  s a j n o s  
r i t k á n  t a l á l k o z u n k  i l y e n  f e l a d a t o k k a l ,  e z é r t  o l y a n ,  u n .  
i t e r á c i ó s  m ó d s z e r e k r e  v o l t  s z ü k s é g ,  a m e l y e k k e l  b o n y o l u l ­
t a b b  e s e t b e n  i s  m e g h a t á r o z h a t j u k  to  ^ é r t é k é t .
E z e k e t  a z  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r e k e t  k é t  r é s z r e  o s z t h a t j u k  
an n ak  a l a p j á n ,  h o g y  t ö b b  a z o n o s  m á t r i x u  p r o b l é m á t  a k a ­
ru n k  m e g o l d a n i ,  v a g y  nem. Ha i g e n ,  a k k o r  a z  u n .  " k i s é r -
l e t  é s  h i b a "  m ó d s z e r t  c é l s z e r ű  a l k a l m a z n i .  M i v e l  to,t>
r e n d e l k e z i k  a z z a l  a  t u l a j d o n s á g g a l ,  h o g y  to = to  ^ v á ­
l a s z t á s  m e l l e t t  l e g g y o r s a b b  a  k o n v e r g e n c i a ,  i g y  to - t  
m e g f e l e l ő e n  v á l t o z t a t v a  a  k o n v e r g e n c i a  s e b e s s é g e t  f i g y e l ­
ve tj^ - h e z  e l j u t h a t u n k .  A k o n v e r g e n c i a  g y o r s a s á g  m é r t é -
II 6 ( n + !  ) | I 00
k é ü l  a  0 = -LJ----------------u - s z á m o t  h a s z n á l h a t j u k ,  a h o l
"  II « < “ > 11.
r ( n )  ( n + 1 ) ( n )  T.................  , . , - ( n ) r n . ( o )ö = u  -  u  . Könnyű i g a z o l n i ,  h o g y  <5 = ^ ^  »
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i g y  h a  S / £  / a z  e g y  e g y s z e r e s  s a j á t é r t é k e  é s
| A | < S / jc^ /  jc^  m i n d e n  más X s a j á t é r t é k r e ,  a k k o r
k o n v e r g á l  a z  S / j C ^ / - h e z  k a p c s o l t  v  s a j á t v e k t o r  t ö b b s z ö ­
r ö s é h e z .  í g y  u < w ^ - v e l  k e z d j ü k  a z  i t e r á c i ó t  é s  - t
f i g y e l j ü k .  Ha s t a b i l i z á l ó d i k  e g y  0  szám k ö r ü l ,  a k k o r  
e z t  a  0 - t  S / jC^/ b e c s l é s e k é n t  e l f o g a d j u k .  (*•#■) -
b ő i  y - t  k i f e j e z v e  k a p j u k  y = ( O-Ho-l) / (  co0^ ) .  I n n e n  é s  
(*•*■*•) - b ő i  k a p u n k  e g y  u n .  2 - t ,  a m i v e l  k e z d h e t j ü k  a  SOR 
i t e r á c i ó t - .  S t b .  Ha a  k e z d ő  co - r a  to > u, , a k k o r  a  0 é r t é -=  D 'II
k é k  o s z c i l l á l n a k  é s  S j £  / - t  n e h é z  b e c s ü l n i ,  e z é r t  to - tto
s z u k c e s s z i v e  c s ö k k e n t j ü k  am ig  0  ^ k o n v e r g e n s  nem l e s z .
Több i t e r á c i ó s  séma é p ü l  u g y a n e r r e  az  e l v r e :
K u l s r u d  1 9 6 1 - b e n  k i m u t a t t a ,  h o g y  a  ©n h á n y a d o s  c s a k  n a g y  
i t e r á c i ó  szám  e s e t é n  k o n v e r g e n s  / D i r i d e t  p r o b l é m á r a  4 0 0  
r á c s p o n t  e s e t é n  k b .  ÍOO i t e r á c i ó / ,  e z é r t  e g y  m ó d o s í t á s t  
a j á n l ,  am i  k ü l ö n ö s e n  nem t é g l a l a p  t a r t o m á n y o n  m e g o l d a n ­
dó  D i r i d e t  p r o b l é m a  e s e t é n  e l ő n y ö s ,  v a g y  h a  a  t a r t o m á n y  
h a t á r a  nem a  r á c s h á l ó z a t o n  f e k s z i k .
T o v á b b á  h a s o n l ó  t e r ü l e t ű  idom to - j e  f e l h a s z n á l h a t ó ,  i g y  
a z  i t e r á c i ó  szám 5 0 % - k a l  c s ö k k e n .  to , (o^,(o2 , . . .  m o n o to n
n ö v ő  s o r o z a t o t  k o n s t r u á l .  Az
(01
2
, l (  (0 —1+ X  ) 2
p3A1
1 + i  Ah - 2 — —
V (o2 X o
k é p l e t  i s m é t e l t  a l k a l m a z á s á v a l  j u t  e g y r e  k ö z e l e b b  co^-hez , 
v i s z o n t  a  m ó d s z e r  c s a k  íoq<(o^  e s e t é n  a l k a l m a z h a t ó  a d d i g ,  
am ig  to>to^. E z z e l  a  m ó d s z e r r e l  L a p l a c e  e g y e n l e t e t  o l d  
meg 3 0 0 - 4 0 8 6  r á c s p o n t  e s e t é n  i s .  C a r r é  / 1 9 6 1  / ,  R i g l e r  
/ 1 9 6 5 / ,  m a j d  R e i d  / 1 9 6 6 /  m ó d o s í t o t t a  még a  f e n t  l e i r t  
m ó d s z e r t .
C a r r é  u g y a n c s a k  az (0 = k é p l e t r e  t á m a s z k o -
_ l + ( 1 - y 2
d i k ,  i t e r á l  n é h á n y s z o r  é s  a  k é t  u t o l s ó  v e k t o r  n o r m á j á ­
n a k  v i s z o n y á b ó l  e g y  c o ' - t  s z á m o l  k i .  A k ö v e t k e z ő  i t e r á -
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c i ó t  a z o n b a n  nem e z z e l  f o l y t a t j a  / m i n t  K u l s r u d / ,  h a n e m
wk+1= (o^ -  ^ (2 - c o k ) k é p l e t  s z e r i n t  m ó d o s i t j a .  Ez a  mód­
s z e r  n a g y o n  h a t á s o s ,  h a  £ ^  d o m i n á n s  é s  s z u b d o m i -
n á n s  g y ö k é n e k  h á n y a d o s a  n a g y .
R e id  k i h a s z n á l j a  a z t  a t é n y t ,  h o g y  a J a c o b i  m á t r i x
s a j á t v e k t o r a  ö s s z e f ü g g  a  SOR m á t r i x á n a k  y .  s a j á t v e k t o ­
r u l ,  1- . . x (L+L ) x  j. j-r a v a l .  M i v e l  u = max  ---- -----------— , í g y  t e t s z ő l e g e s
x=f=0 x Dx
T  T 1x (L + L 1 ) x
xTDx é r t é k  s e g í t s é g é v e l  a l u l b e c s l i  oj^  - t ,  i g y  k i ­
k ü s z ö b ö l i ,  h o g y  to to ^ - n é l  n a g y o b b  l e g y e n .
Az i d á i g  i s m e r t e t e t t  m ó d s z e r e k r ő l  Young é s  Shaw k i m u t a t ­
t á k ,  h o g y  c s a k  a k k o r  h a s z n á l h a t ó k  e l ő n y ö s e n ,  h a  t ö b b  
a z o n o s  m á t r i x u  e g y e n l e t e t  k e l l  m e g o l d a n i ,  m i v e l  w j ó  
b e c s l é s é h e z  t ú l  s o k  i t e r á c i ó  k e l l .
Ha nem t ö b b ,  a z o n o s  m á t r i x u  e g y e n l e t e t  a k a r u n k  m e g o l d a ­
n i ,  a k k o r  S ( £ )  - r e  a  már  i s m e r t e t e t t  P o w e r  m ó d s z e r r e l  
b e c s l é s t  a d u n k ,  m i e l ő t t  a  SOR i t e r á c i ó t  v é g r a h a j t a n á n k . 
Hagemann é s  K e l l o g  / 1 9 6 6 ,  1 9 6 8 - b a n /  a  C s e b i s e v  p o l i n o -  
mok f e l h a s z n á l á s á v a l  g y o r s í t o t t á k  a  P o w er  m ó d s z e r  k o n ­
v e r g e n c i á j á t .  K r i t é r i u m o t  a d t a k  a  k o n v e r g e n c i a  b e f e j e ­
z é s é r e  é s  m i n i m a l i z á l t á k  a  s z á m o l á s i  i d ő t  a b b a n  az  e s e t -
Í D1 Hb e n ,  h a  A s z i m m e t r i k u s  é s  A = ( K D
^  r
és  D2 n é g y z e t e s ,  d i a g o n á l  m á t r i x o k .  t = -= é r t é k é t
k e l l  b e c s ü l n i ,  a h o l  A X1 < A £, m in d e n  A(X^X) 
s a j á t é r t é k é r e .  Ha £ m i n d e n  s a j á t é r t é k e  e g y s z e r e s ,  
a k k o r  A '  az  í  m á s o d i k  l e g n a g y o b b  s a j á t é r t é k e .  A mód­
s z e r  e g y  t e t s z ő l e g e s  v °  v e k t o r r a l  k e z d ,  é s  m i n d e n  n - r e
( n ) ( ° )k i s z á m o l j a  a  v  = P / £ /  v* - t ,  a h o l  P / JC / £ - n e k  o l y a n  
p o l i n o m j a ,  hogy  P r / A / m i n i m á l i s  a  0 <A<A'_ r a  é s  Pn ( A ) = l  
S p e c i á l i s  e s e t b e n ,  a m i k o r  P / £ /  = £ n a z  i t e r á c i ó  e g y ­
b e e s i k  a  GS i t e r á c i ó v a l .  K i d e r ü l ,  hogy  P ^ / i /  l e g j o b b
a l a k ú ,  a h o l  Dn
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v á l a s z t á s a  k a p c s o l a t b a n  v a n  b i z o n y o s  C s e b i s e v  p o l i n o m o k -  
k a l .  A m ó d s z e r t  i s m é t e l t e n  a l k a l m a z v a  v 1 , v 2 , . . .  v e k ­
t o r s o r o z a t o t  k a p u n k ,  a m e l y  a z  S / i / - h e z  k a p c s o l t  s a j á t ­
v e k t o r  t ö b b s z ö r ö s é h e z  k o n v e r g á l .
4 / b  K om plex  SOR m ó d s z e r
A SOR m ó d s z e r  a l k a l m a z h a t ó s á g á t  k i  l e h e t  t e r j e s z t e n i  
k o m p l e x  l i n e á r i s  e g y e n l e t r e n d s z e r  m e g o l d á s á r a .  K r e d e l l  
Í 9 6 2 - b e n  a z  e l e k t r o m á g n e s e s  t é r e l m é l e t  t a n u l m á n y o z á s á s a  
s o r á n  a r r a  a  k ö v e t k e z t e t é s r e  j u t o t t ,  h o g y  n a g y  s z ü k s é g  
l e n n e  a  k o m p le x  e g y e n l e t r e n d s z e r  m e g o l d á s á n a k  g y o r s í t á ­
s á r a .  A m ik o r  e g y  l i n e á r i s  e l e k t r o m á g n e s e s  t é r n e k  
s z i n u s z o s  k é n y s z e r f e l t é t e l e i  v a n n a k  / m i n t  a  k o r l á t o s  p e ­
r e m f e l ü l e t  m e n t é n  m e g a d o t t  f e s z ü l t s é g ,  á r a m  v a g y  t é r m e -  
z o / ,  a k k o r  á l t a l á b a n  a  t é r - e g y e n l e t  p a r t i k u l á r i s  i n t e g ­
r á l j a i  é r d e k e s e k ,  a m e l y e k  m i n t  a z  i d ő  f ü g g v é n y e i  s z i n u ­
s z o s a k ,  e z  a z  u n .  s t a c i o n á r i s  e s e t .  A v i l l a m o s m é r n ö k ö k  
á l t a l  j ó l  i s m e r t  " s z i m b o l i k u s  m ó d s z e r t "  h a s z n á l v a  e g y  ' 
k o m p l e x  e g y ü t t h a t ó s  e l l i p t i k u s  e g y e n l e t e t  k a p u n k ,  am e­
l y e t  n e h é z  a n a l i t i k u s a n  m e g o l d a n i ,  még e g y s z e r ű  g e o m e t -  
r i á j u  p r o b l é m a  e s e t é n  i s .
D i f f e r e n c i a  m ó d s z e r e k k e l  i l y e n k o r  n a g y  k o m p l e x  l i n e á r i s  
e g y e n l e t r e n d s z e r t  k a p u n k ,  a m e l y e t  az  a l á b b  i s m e r t e t e n d ő  
k o m p l e x  SOR m ó d s z e r r e l  meg l e h e t  o l d a n i :
V i z s g á l j u k  a z  Au = b  k o m p l e x  l i n e á r i s  e g y e n l e t r e n d ­
s z e r t ,  a h o l  A = ( a . . )  a d o t t  k o m p l e x  n  x  n  - e s  m á t r i x
^ J
é s  a  b  a d o t t  o s z l o p v e k t o r .  T e g y ü k  f e l ,  h o g y  A n e m s z i n g u -
l á r i s  é s  a . .  = 1 i  = 1 ,  . . .  N11
A v a l ó s  e s e t t t e l  a n a l ó g  k o m p l e x  SOR i t e r á c i ó s  k é p l e t e :  
u ( n + l )  = L u ( n )  + l  b n = 0 , 1 , 2 ,  . . .  a h o lü) U)
= ( I - ü)L T1 ( uü+ (  1-Gd) I ) é s  SL^= a ) ( I -ü)L)_1
I t t  u> = Y+iő a z  o v e r r e l a x á c i ó s  f a k t o r ,  a m i t  a k o n v e r ­
g e n c i a  s e b e s s é g  g y o r s í t á s á r a  h s z n á l u n k .  A h i b a v e k t o r
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(n ) ( n )e = u -  u
a h o l u  a z Au
S(L ) = l i m max0) n -+°°
( n + l )  _  ( n )
0) n — 0 , 1 , 2 , • • •
Ln e
go
/ I t t eg y  k o m p l e x  v e k t o r  t e t s z ő l e g e s  n o r m á j a . /
I t t  i s  i g a z ,  h o g y ^n+l)i *T T T L )GO e l é g  n a g y n - r e .
Tegyük  f e l ,  i s m e r j ü k  a  B m á t r i x  s a j á t é r t é k e i n e k  e l h e ­
l y e z k e d é s é t .  L e g y e n  a z  go s i k o n  fi a z  a  t a r t o m á n y ,  a h o l  
| s ( L w) | < l /  o o e f i  f i - t  az  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  k o n v e r g e n ­
c i a  t a r t o m á n y á n a k  n e v e z z ü k .  fi i s m e r e t é b e n  m e g h a t á r o z z u k  
a z t  a z  go e fi - t ,  a m e l y r e  S (L  ) < S (L  )<1  G o e f i ,  a z a z
u ^ ° ^ - t o l  f ü g g e t l e n  l e g j o b b  go - t .
A v a l ó s  e s e t r e  i s m e r t  Y o u n g - f é l e  r e l á c i ó  k o m p l e x  e s e t r e  
i s  é r v é n y e s .
T é t e l  :
Leg y en  A k o m p l e x  m á t r i x  A - t u l a j d o n s á g u  é s  l e g y e n  x az  
L m á t r i x  á l t a l  d e f i n i á l t  i t e r á c i ó  k o n z i s z t e n s e n  r e n -00, T
d e z é s e .  Ha X ( =f=0) a z  L^ ^ s a j á t é r t é k e  é s  y k i e l é g i t i  a
(X+GO-1) 2 = oo2y 2X ( 4b . 1)
r e l á c i ó t ,  a k k o r  y a  B - n e k  s a j á t é r t é k e .  F o r d i t v a  h a  y a  
B egy s a j á t é r t é k e  é s  X k i e l é g i t i  ( 4 b . l ) - t ,  a k k o r  X az  
L s a j á t é r t é k e .
A ( 4 b . l )  r e l á c i ó  e g y  l e k é p e z é s  a  k o m p l e x  y é s  X s i k o k  k ö ­
z ö t t
z =
5 = z + ( z 2- l ) ^  z =
X = a 2 ? 2 a h o l  a = ( o o - l ) 2 f  O
Legyen  E ( a ) a  y s i k o n  egy  (-r~y+I “  I ) / Ia +  f é l t e n g e -
l y ü  e l l i p s z i s ,  a m e l y n e k  n a g y t e n g e l y e
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s z ö g e t  z á r  b e  a  y s i k  v a l ó s  t e n g e l y é v e l .
E n n e k  a z  e l l i p s z i s n e k  a  k é p e  a  z s i k o n  e g y  Ei i e l l i p -
1 1 1^1
s z i s ,  a m e l y n e k  f é l t e n g e l y e i :  ^  | | a |  + -j— r j
T é t e l  :
Ha a  B m á t r i x  m i n d e n  s a j á t é r t é k e  a z  E ( a )  e l l i p s z i s  b e l -
E l s o  m e g j e g y z é s :  Young a z z a l  a z  e s e t t e l  f o g l a l k o z o t t ,
a m i k o r  oo v a l ó s  é s  l<co<2. E k k o r  a z  e l l i p s z i s
a  =  /  o j —  l ' .
M á s o d i k  m e g j e g y z é s :  Ez a  t é t e l  e g y ú t t a l  d e f i n i á l j a  a  
fl k o n v e r g e n c i a  t a r t o m á n y t .
Ha a z  A m á t r i x  A - t u l a j d o n s á g u  ( a z a z  l é t e z i k  a z  A m á t r i x  
s o r  é s  o s z l o p  p e r m u t á c i ó s  t r a n s z f o r m á c i ó i n a k  e g y  s o r o z a ­
t a ,  h o g y  A t r i d i a g o n á l i s  l e s z ) , a k k o r  B ö s s z e s  s a j á t é r ­
t é k e  + p á r b a n  f o r d u l n a k  e l ő .  L e g y e n  + y u n .  k r i t i k u s  
s a j á t é r t é k p á r  a z  ö s s z e s  co-hoz t a r t o z ó  l e g n a g y o b b  A - n a k  
m e g f e l e l ő  y p á r ,  a z a z  p o n t o s a b b a n :  A B m á t r i x  k r i t i k u s  
s a j á t é r t é k p á r j a  a z  a  k é t  s a j á t é r t é k ,  a m e l y  A^ é s  A2 ~ b e  
v a n  l e k é p e z v e  é s  e z e k r e  M a x ( | A , |  , | X2 I ) n a g y o b b ,  m i n t  
L m i n d e n  más  A s a j á t é r t é k é n e k  a b s z o l ú t  é r t é k é r e ,  m i n d e n  
a) f i g y e l e m b e v é t e l é v e l .  M in d e n  a j - r a  a  +y p á r  m e g f e l e l  a z  
L m á t r i x  d o m i n á n s  s a j á t é r t é k é n e k ,  ami  a  k o n v e r g e n c i a  
g y o r s a s á g o t  h a t á r o z z a  meg.
s e j é b e n  v a n  é s  J oj— 1 1 < 1 ,  a k k o r  ö s s z e s  A^ s a j á t é r t é ­
k é r e  I A I < 1 ,  a z a z  a  k o m p le x  SOR k o n v e r g e n s .
2
l a y  s i k o n .  Ha 1 v a l ó s ,  a k k o r
9
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T é t e l  :
V i z s g á l j u n k  e g y  k o n v e r g e n s  k o m p l e x  SOR e l j á r á s t  a z  
Au = b  m e g o l d á s á r a :
u ( n + l )  _ £ u ^ n ^+ i  b
o), a ói
a h o l  A A - t u l a j d o n s á g u  é s  a z  i t e r á c i ó s  r e n d e z é s  k o n ­
z i s z t e n s .  T e g y ü k  f e l ,  h o g y  a  B m á t r i x n a k  v a n  e g y  k r i t i  
k u s  + íj s a j á t é r t é k p á r j a .  Az o p t i m á l i s  w - t ,  a m e l y  m i n i ­
m a l i z á l j a  a z  a s p e k t r á l r á d i u s z á t  é s  e n n é l f o g v a
m a x i m a l i z á l j a  a  k o n v e r g e n c i a  a s z i m t ó t i k u s  g y o r s a s á g á t  
a z
2
co = ---------1------  k é p l e t  a d n a  mea é s
° i + A ^
S(L  ) m in im u m a:
CO, CT
S ( L
(0o / O r
M e g j e g y z é s : E z e k  a z  e r e d m é n y e k  a z o n o s a k  a  v a l ó s  e s e t
e r e d m é n y e i v e l ,  d e  i t t  k ü l ö n  g o n d o l n i  k e l l  a  k r i t i k u s  
s a j á t é r t é k p á r  l é t e z é s é n e k  b i z t o s í t á s á r a .
K r e d e l l  a  Au = z u  + F ( x , y )  x , y  e D u = 0  T- n
(D e g y s é g n é g y z e t ,  r  a  h a t á r a )
k o m p l e x  p e r e m é r t é k  f e l a d a t o n  p r ó b á l t a  k i  a  m ó d s z e r é t .  
A p é l d á b a n  F ( x , y ) =  c o n s t a n s , D - n .  D - t  e g y e n l e t e s  h - t á  
v o l s á g u  r á c c s a l  f e d i  b e  é s  ö t p o n t o s  d i f f e r e n c i a - s é m á t  
h a s z n á l .  I l y e n  f e l a d a t n á l  a  B s a j á t é r t é k e i :
2
4 + h 2z
n i  Hj .
( c o s ~ ü  + c o s ~M~) 1 —1 , . . . A4 1 , 
j  = 1 , . . . M - l
a h o l  M = . B e l á t h a t ó ,  h o g y l l é t e z i k  a+ÍJ k r i t i k u s
„ h _ 4 n
s a j á t é r t e k ; p a r  é s  y = ---------  c o s  — •
4 + h 2z M
9
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E b b ő l  ojq a  f e n t i  k é p l e t  s z e r i n t  s z á m o l h a t ó .  
Ebbo
20 h 2 z = 2 , 2 9 i e s e t é n a) = 1 , 0 3 0 2o -  i . O , 2
30 h 2z = 2 , 2 9 i e s e t é n a) = 1 , 0 2 9 5 -  i . O , 2027
30 , 2 16 . h 2 Z = -  g—1 e s e t é n
o
0) = 1 , 0 7 3 1o + i O , 2384
e r e d m é n y t  k a p t a .
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5.  A m ó d o s í t o t t  s z u k s z c e s s z i v  o v e r r e l a x á c i ó s  /MSOR/ m ó d s z e r
Az MSOR m ó d s z e r  a  SOR m ó d s z e r n e k  o l y a n  m ó d o s í t á s a ,  a m e ly  e g y  
a) h e l y e t t ,  k é t  k ü l ö n b ö z ő t  h a s z n á l .  T e k i n t s ü k  i s m é t  az  Au=b 




I t t  D-^  é s  D2 n é g y z e t e s ,  n e m s z i n g u l á r i s  d i a g o n á l  m á t r i x o k .
Az e g y i k  oo r e l a x á c i ó s  f a k t o r  a p i r o s  / a m e l y  D ^ n e k  f e l e l  m e g / ,  
a  m á s i k  o o ' - t ,  a  f e k e t e  e g y e n l e t  s z á m o l á s á n á l  h a s z n á l j u k .
/A  f e k e t é k  D2 ~ n e k  f e l e l n e k  m e g . /  í r h a t j u k
v a g y
D1 U1 + H u 2 “  b l
K u i  + D2 u 2 -  b 2
E b b ő l
u 1 = F U2 + C1
u 2 = G U1 + C2 ' a h o l
F — -D lH , G =
E z t  u = Bu + C a l a k b a n  i r h e t j u k ,  a h o l  B = 
í g y  az  MSOR m ó d s z e r
i ( n + l /  = W/ F  u ^ n /  + C l /  + / I  -  OJ /  U;[ n /
C1 = D£*1b 1 ,
c „ = D b „2 2 2
r ° i F )j. a l a k ú
- G ° 2
u '
u / n + ! /  = a j » /G u ( n + 1 /  + c 2 / + / l - o o ' /  u / n /
v a g y  más a l a k b a n
u n+1  r . .= 1 , u  n /  + koo,oo’ ' ' <•> ,.>»oo , oo •
oo =oo' - r e  a z  MSOR a S O R - r a  r e d u k á l ó d i k .
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Az MSOR m ó d s z e r t  e l ő s z ö r  De V o g e l a e r e  / 1 9 5 8 /  v i z s g á l t a  f i x
03 e s 03 e s e t é n ,
A k o n v e r g e n c i a  g y o r s í t á s á h o z  i t t  i s  £03> 03 s a j á t é r t é k e i t  k e l l
v i z s g á l n i .  B e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  0  a l a k ú ,  nem e l t ű n ő  d i a g o -  
n á l i s u  A m á t r i x  e s e t é n  i g a z ,  h o g y
( a )  h a  y a
( b )
B nem z é r ó  s a j á t é r t é k e  é s  A k i e l é g í t i  a  
/ A + oj- 1 /  / A + 0 ) ' - l /  =  03 o ) ' y 2 X ( # a " )
0) , 0)
e g y e n l e t e t ,  a k k o r  X a z  £ , e g y  s a j á t é r t é k e .  Ha y=0GO f GO
B s a j á t é r t é k e ,  a k k o r  A=l-o) '  é s / v a g y  X=1—oj'  a z  -C 
s a j á t é r t é k e .
h a  X a z  £
0 ), 037
y s a j á t é r t é k e ,  h o g y  ( # a )  t e l j e s ü l .
e s e t é n  (A + 0 3 - l )2-= 032y 2A
s a j á t é r t é k e ,  a k k o r  l é t e z i k  B - n e k  o l y a n
M e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  ( ^ a ) 00=0)'
- r a  r e d u k á l ó s i k .
Ha A a  f e n t i  t u l a j d o n s á g ú  é s  B h a s o n l ó  e g y  d i a g o n á l  
m á t r i x h o z ,  a k k o r  i g a z  ( a )  h e l y e t t  a  k ö v e t k e z ő :
( a ' )  / a ' /  h a  y = 0 B - n e k  s a j á t é r t é k e ,  a k k o r  (1—to) v a g y
( 1 - oj') £ . s a j á t é r t é k e ,  h a  F G é s  G F s z i n g u l á r i s .
'o)037 , „ _ „ _ _Ha r > s ,  v a g y  r < s ,  a h o l  r  e s  s  a z  FG e s  GF r a n g j a ,  
a k k o r  y=0  B - n e k  s a j á t é r t é k e  é s  FG v a g y  GF s z i n g u l á ­
r i s .  Ha r  = s é s  a  y=0 B - n e k  s a j á t é r t é k e ,  a k k o r  
FG é s  GF i s  s z i n g u l á r i s  é s  1-to é s  I - 037 i s  s a j á t ­
é r t é k e  £ , - n e k .CO f 0)
Ha A a  f e n t i  t u l a j d o n s á g ú ,  a k k o r
( a ) £ , e g y  X s a j á t é r t é k e ,  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  s a j á t é r t é k e
'0)03'
co' oú
/  i  / ü) = O 
/ i i / X = 0
/ i i i / A  i- 1-03
- n e k ,  h a  t e l j e s ü l  a  k ö v e t k e z ő  f e l t é t e l e k  e g y i k e :  




( b )  Ha 03=^ 1 é s  1-03 £ s a j á t é r t é k e ,  a k k o r  I - oj703,03 J '  w 03 03
s a j á t é r t é k e .  Ha oi7 ^  1 é s  1-03'  £(i ,, s a j á t é r t é k e ,
a k k o r  l -o )  £ ^ >(jj e g y  s a j á t é r t é k e .
0) , 03
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1 9 6 5 - b e n  Young t o v á b b f e j l e s z t e t t e  a z  MSOR m ó d s z e r t  ú g y ,  h o g y  
az  i t e r á c i ó  k ö z b e n  w - t  é s  t o ' - t  v á l t o z t a t t a .  E k k o r  a  f o r m u ­
l á k  :
u í n + 1 /  -  “ n + l  /F u 2 / n /  + c l '  + 11 '  “W  u í n /
u2n+1/ = “A+l /G uí n+1 /+c2 ; + /:L - ü), n + -^/ u ^ 11  ^ a l a k ú a k .
E l e g e n d ő  f e l t é t e l t  a d  a  m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j á r a  Young az
i t e r á c i ó s  p a r a m é t e r e k r e  v o n a t k o z ó a n .  M e g m u t a t j a ,  h o g y  w é s
üj'  v á l t o z t a t á s á v a l  nem j u t u n k  e l ő n y h ö z ,  h a  a z  A m á t r i x  p o -
z i t i v  é s  © a l a k ú .  E k k o r ,  még a  j ó l v á l a s z t o t t  p a r a m é t e r e k  sem
j o b b a k ,  m i n t  to^= = w2 = * * * = wb  v á l a s z t á s a  e s e t é n ,  a h o l
oü^  a  l e g j o b b  e g y e s  p a r a m é t e r . ' .  Az i t e r á c i ó s  p a r a m é t e r e k
w. = oj'  = 1 ,  co0 = mi = = . . .  = co. m e l l e t t  a  S h e l d o n1 1 2 2 3 b
m ó d s z e r t  k a p j u k  é s  0)^ = 1 = w2 = w2 = " • * = ^
v á l a s z t á s  e s e t é n  p e d i g  a  m ó d o s í t o t t  S h e l d o n  é s  a  c i k l i k u s  
C s e b i s e v  s z e m i - i t e r á c i ó s  m ó d s z e r .  /A s z e m i - i t e r á c i ó s  mód­
s z e r e k r ő l  k é s ő b b  l e s z  s z ó , /
Ha a z  A m á t r i x  p o z i t i v  d e f i n i t ,  é s  © a l a k ú ,  a k k o r  a z  MSOR, 
ami a z  co^, • • • •  r e l a x á c i ó s  f a k t o r o k  h a s z n á l a t á n
a l a p u l ,  k o n v e r g á l ,  f e l t é v e ,  h o g y  a  k ö v e t k e z ő  f e l t é t e l e k n e k  
l e g a l á b b  e g y i k e  t e l j e s ü l .
( a )  V a l a m e l y  e>Ö - r a  é r v é n y e s
£<u>^<_2-£, e < ü ) ^ < 2- e  i  = 1 , 2 , . . .
m i n d e n  e l é g  n a g y  i - r e
i
( b ) M i n d e n  e l é g  n a g y  i - r e  0 <.ük<2 ,  0 < o / < 2  < é s
oo
a  oo. co. ' ( 2 —cjü . ) ( 2 -ü). '  ) s o r  d i v e r g e n s .í  =1 í  í  í  í  3
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Az SSOR m ó d s z e r t  k é t  f é l  i t e r á c i ó b ó l  k o n s t r u á l j u k .  Az e l s ő  
f e l e  u g y a n a z ,  m i n t  a  SOR m ó d s z e r ,  a  m á s o d i k  f é l  i t e r á c i ó  p e ­
d i g  e g y  o l y a n  SOR m ó d s z e r ,  a m i t  f o r d i t o t t  s o r r e n d b e n  a l k a l ­
m a z u n k .
/ n i + i /  / n /
u - t u  - b o l  a z  u n .  " e l ő r e h a l a d ó "  SOR m ó d s z e r r e l  h a t á ­
r o z z u k  meg.
/ n + j /  I n /  - 1
u = í ^ u  + / I  -  ooL/ coc é s  ( 6 . 1 )
/ n + 1 / l n+\ l
u - t  a z  u  - b ő i  a  " h á t r a h a l a d ó "  SOR m ó d s z e r r e l :
/ n + 1 /  / n + i /  ” 1
u = 'LL. u  + / I  -o)U / coc, a h o l0)
JCW = / I  — ojL / _ 1 /  ojU + / 1-  to / 1 / ( 6 . 2 )
tloj = / I -  U / _ 1 / coL + / l - o i /  1 /
( 6 . l ) - b ő l  é s  ( 6 . 2 ) - b ő l
6. A  s z i m m e t r i k u s  o v e r r e l a x á c l ó s  m ó d s z e r (S S OR)
a h o l
n+1 n j
u  =  p u0) + u)/2 -(jj/ / l - o ) U / " 1 / I - a 3 L /  1
P = U £'ü> 0)' 0)
E v i d i e n s ,  h o g y  p = I  -oo / 2 - w/ / I - q)U/ ^ / l - wL /  "*"A.
03
I  -  p n e m s z i n g u l á r i s ,  h a  0 <oj<2 é s  A sem n e m s z i n g u l á r i s .
u - 1 - 1  -*i
M i v e l  u)/ 2- 0)/ / I - cúU/ / I - üjL /  c  = / I - p  /A b ,  b e b i z o n y í t h a t ó ,  
h o g y  a z  SSOR t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s .  Ha A v a l ó s  s z i m m e t r i ­
k u s  p o z i t i v  d i a g o n á l  e l e m ű ,  a k k o r  t e t s z ő l e g e s  v a l ó s  aj - r a  
p s a j á t é r t é k e i  v a l ó s a k  é s  nem n e g a t í v a k .  Ha 0<^<2  é s  AU)
p o z i t i v  d e f i n i t ,  a k k o r  S ( £  ) < i  F o r d i t v a ,  h a  S ( jp ) < 1 ,CÜ (l)
a k k o r  0<to<2 é s  A p o z i t i v  d e f i n i t .
T é t e l  :
Ha A p o z i t i v  d e f i n i t  é s  A = í D1 H a l a k ú ,  a h o l  D-,
K V
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E2 n é g y z e t e s  d i a g o n á l  m á t r i x o k ,  a k k o r
S U J  < 1 -  - u^)2 ( 2-co ) 2 ( 1 - y  ) 2 
k i v é v e ,  h a  a)=l.  Ekkor  S ( l (jJ) > S ( i )  = y 2
Ebben  a z  e s e t b e n  a s z  SSOR m ó d s z e r  még o p t i m á l i s  w - v a l  sem 
j o b b ,  m i n t  a  GS m ó d s z e r ,  s ó t  még t ö b b  m u n k á t  i g é n y e l  i t e r á ­
c i ó n k é n t ,  e z é r t  nem e l ő n y ö s  a  h a s z n á l a t a .
Az SSOR m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j á t  s z e m i - i t e r á c i ó v a l  é s  b l o k k o -  
s i t á s s a l  g y o r s í t h a t j u k ,  i g y  h a s z n á l a t a  e l ő n y ö s e b b .
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Az USSOR m ó d s z e r t  a  k ö v e t k e z ő  i t e r á c i ó s  séma d e f i n i á l j a :
7. A  n e m s z i m m e t r i k u s  S O R  m ó d s z e r  / U S S O R /
/ n +} / I n / - 1
u +d3ii / I-(oL / c
/ n +1 / / n + i / " 1  n
u = I L . u  + / 1- a u /  v a g *oo
/ n + 1 / I n / - 1
u = T  ~u +
(0(0 ( (o+có-oow) (I-üóU)
a h o l
t  ~ = I - (u -ü í -a )ü ) )  ( I - ÍL U ) “ 1 ( I - 0ÚL ) " 1 D"1A(0 , (0 (0 00 v '  v '
Ha (o+(ö- (0(ó ^ O é s  I ~ T  n e m s z i n g u l á r i s ,  a k k o r  azto, to
USSOR m ó d s z e r  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s .
Ha A p o z i t i v  d e f i n i t  é s  0<^<2
a k k o rS ( T „ ) < 1 .  Hato, to
Ha
é s  0 <Có<2 , a k k o r
O<to+tó- t0üj< 2 .S ( t ~ ) < 1 /to, to
A v a l ó s  s z i m m e t r i k u s  é s  ( * )  a l a k ú  p o z i t i v  d i a g o n á l  e l e -  
a k k o rmU , CI.K.JS.U.L t
* ^ to, to
to = to+tö-tőto* Ha A
s a j á t é r t é k e i  u g y a n a z o k ,  m i n t  í A- é ,  a h o l
to
p o z i t i v  d e f i n i t  é s  0 < (JÚ<2, a k k o r  S ( T _ ) < 1 .
to ,(o
Ha S ( t ~ ) < 1 /  a k k o r  v i s z o n t  A p o z i t i v  d e f i n i t  é s  Ö<ff<2.
„ to > to
iw é s  o p t i m á l i s  é r t é k é n e k  k i  k e l l  e l é g í t e n i  a
to+to—tOÜ)=tO - t
b
c ( T -  ) = to - 1  
ö  w ,<jo'  bé s  e b b e n  a z  e s e t b e n  
M i v e l  az  USSOR m ó d s z e r  i t e r á c i ó n k é n t  k é t s z e r  t ö b b  m u n k á t  k í ­
v á n ,  m i n t  a  SOR é s  a  k o n v e r g e n c i a  g y o r s a s á g  sem  j o b b ,  e z é r t  
a z  USSOR m ó d s z e r  c s a k  e l m é l e t i  é r d e k e s s é g ü ,  h a  A (* )  a l a k ú .  
Ahogy a  SOR m ó d s z e r h e z  m e g a l k o t t á k  a  s z i m m e t r i k u s  é s  nem­
s z i m m e t r i k u s  SOR m ó d s z e r t ,  u g y a n ú g y  a z  MSOR m ó d s z e r h e z  i s  
l e h e t  h a s o n l ó  m ó d s z e r e k e t  k o n s t r u á l n i .  í g y  k a p j u k  az  SMSOR 
é s  az  UMSOR m ó d s z e r t .  A k i m o n d h a t ó  t é t e l e k  a n a l ó g o k  az  SSOR 
é s  az  USSOR v i z s g á l a t á n á l  á l l i t o t t a k k a l . Az SMSOR-ra i g a z ,
h o g y  nem é r h e t ő  e l  j o b b  k o n v e r g e n c i a  s e b e s s é g ,  m i n t h a  £ - t
b
t e k i n t e n é n k .
S z e m i i t e r a t i v  m ó d s z e r t  h a s z n á l v a  sem l e h e t  g y o r s í t a n i  a  k o n ­
v e r g e n c i á t  h a  a z  ö s s z e s  s a j á t é r t é k  v a l ó s .
Az USMSOR m ó d s z e r  s z i n t é n  c s a k  e l m é l e t i  é r d e k e s s é g ü .
Az SSOR m ó d s z e r  e l ő s z ö r  1 9 5 5 - b e n  S h e l d o n  v i z s g á l t a .  Ez á l -
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t a l á n o s i t á s a  a z  A i t k e n  á l t a l  1 9 5 0 - b e n  j a v a s o l t  m ó d s z e r n e k ,  
a m i  e k v i v a l e n s  az  S S O R - r a l  oj=1 e s e t é n .  S h e l d o n  v i z s g á l t a  
a z  SSOR g y o r s í t á s á t  s z e m i - i t e r a t i v  m ó d s z e r r e l .
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A l i n e á r i s  s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r e k  k ö z ü l  u t o l j á r a  a  PR mód­
s z e r t  i s m e r t e t j ü k .  Ez a  m ó d s z e r  e g y  n a g y o b b  i t e r á c i ó s  c s o ­
p o r t  a  " v á l t o z ó  i r á n y  m ó d s z e r  /A D I / "  t é m a k ö r é b e  t a r t o z i k ,  
e n n e k  s p e c i á l i s  e s e t e .  Az Au=b l i n e á r i s  e g y e n l e t r e n d s z e r  
A n e m s z i n g u l á r i s  m á t r i x á t  s z i n t é n  f e l b o n t j u k  h á r o m  m á t r i x  
ö s s z e g é r e :
8. P e a c m a n  R a c h f o r d  m ó d s z e r . /PR/
A = Hq + VQ + E, a h o l  E n e m n e g a t i v  d i a g o n á l u  m á t r i x ,
Hq , Vq ,E k i e l é g i t i  a  k ö v e t k e z ő  t u l a j d o n s á g o k a t :
( a )  Hq + 0E + P l  é s  VQ + P l  n e m s z i n g u l á r i s  m i n d e n  
0 ^ 0  é s  P > 0 - r a .
( b )  T e t s z ő l e g e s  s  é s  t  v e k t o r o k r a  é s  0 ^ 0  P > 0 - r a
v a n  " k é n y e l m e s "  x , y  m e g o l d á s a  a z
/H + 0E + P l /  x = s  /V + 0 E + P I / y  = t  ( 8 . 1 )' o o J
r e n d s z e r n e k .
A z ( 8 . 1 )  m e g o l d á s á t  a k k o r  n e v e z z ü k  " k é n y e l m e s " - n e k , h a  a  meg­
o l d á s h o z  s z ü k s é g e s  munka k i c s i  a z  Au=b m e g o l d á s á h o z  s z ü k ­
s é g e s  m u n k á h o z  v i s z o n y í t v a .  /
( 8 . 1 )- t  a  k ö v e t k e z ő  a l a k b a n  l e h e t  Í r n i :
/Hq + 0E + p l / u  = b -  (VQ+ ( 1 - 0 ) E - P l ) u
A /V
/V + 0E + P ' l / u  = b -  /H + / 1 - 0 / E  - p ' l / u  o o
A PR m ó d s z e r n é l  a z  u / n + l /  v e k t o r t  a z  u ^ ny,- b ő l  k é t  l é p é s -
A
b e n  h a t á r o z z u k  meg .  A 0 ,  a  0 ,  a P é s  a  P ' - p a r a m é t e r e k e t
/ n +1 // n + - | /
v á l a s z t v a  u  é s  u
/ n + i /
/Hq + 0E + P I / u
- t
= b  -  ( V + ( 1 - 0  ) E - P l  )u
I n /
Ä / n + 1 /  /v / n + i /
/V + 0E + P ' I / u  = b  -  ( H +( 1 - 0  ) E - P ' I  ) u  - b ó l
O o
m e g h a t á r o z h a t j u k .
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/ n-t- j/ / n + 1 /
( b )  m i a t t  u é s  u m e g h a t á r o z á s a  k é n y e l m e s .
G y a k r a n  a  P é s  P '  p a r a m é t e r e k  n - n e l  v á l t o z n a k .  Eb b en  a z  
e s e t b e n
/Ho + 0E + Pn+1 11
( n + i )
u = b - +0> ( 1 - 0)  E "Pn + 1 l ) n ( n )
( n + 1) * ( n + 4 ) >-( 8 • 2)




( 1 - 0)E - P ' +1l ) n
S z o k á s o s  a  0 = 0 =  1 / 2  h a s z n á l a t a .
Ha H - t  é s  V - t  a  k ö v e t k e z ő k é p p  d e f i n i á l j u k :
H = H + ^-E o 2 é s  V = Vo + ^-E, a k k o r
/ «  + « n + l I / u
/ n + i /
= b  - /V -  cn + l I / u / n /
/ n +1 / /n4  /  '
IV + Ci+ 1 l / u = b  - /h - ?; í í i /u J
T e r m é s z e t e s e n  a  p a r a m é t e r e k e t  m á s k é p p  i s  v á l a s z t h a t j u k .
W a c h s p r e s s  1 9 6 6 - b a n  m e g j e l e n t  c i k k é b e n  0 = 0 = 1 - t  h a s z n á l .  
/Nem t e t t e  f e l ,  h o g y  E d i a g o n á l m á t r i x /
Ha E = o l  a h o l  cr k o n s t a n s ,  a k k o r  0 é s  0 v á l a s z t á s a  l é n y e g ­
t e l e n  a  k ö v e t k e z ő  é r t e l e m b e n .  
Ha pn + l  -  P’n + 1 + / 6 -  i  / a é s  pn + l  = PA+1 + / 0 -  2 ! V '
a k k o r  ( 8 . 2 ) - b o l  ( 8 . 3 )  k ö v e t k e z i k .  Ha p é s  p '  n - t ö l  f ü g g e t ­
l e n ,  a k k o r  a  m ó d s z e r t  s t a c i o n á r i s  PR mó d s z e r n e k  n e v e z z z ü k .  
Ha v i s z o n t  f ü g g n e k  n - t ö l ,  a k k o r  n e m s t a c i o n á r i s n a k .
S t a c i o n á r i s  e s e t b e n  t e h á t  p n = p , = p '  n  = 1 , 2 , . . .
Ha I  + P l  é s  V + P l  n e m s z i n g u l á r i s ,  m i n d e n  p>0 - r a ,  
a k k o r  a  PR m ó d s z e r  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s .
u / n + 2 / _ t  e l i m i n á l v a  u / n + l /  = u + k - t
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k a p j u k ,  a h o l
T , = ( V + P ' l )"1 ( H - P ' i M H + P I )"1 ( v - P l )  é s
PP
k = ( p + p '  ) ( V + P ' I )'1 (H+Pl)" l b
M i v e l  O' , = I  -  (P + P ' )  ( V + P ' l )  ( H + P l )"1 A k ö v e t k e z i k ,  
h o g y  ( I  -  T p p , )  A b  = k  a z a z  a  m ó d s z e r  k o n z i s z t e n s .
M i v e l  I-O* , n e m - s z i n g u l á r i s ,  a  m ó d s z e r  t e l j e s e n  k o n z i s z ­
t e n s  i s .  I g a z  a  k ö v e t k e z ő  k o n v e r g e n c i a  t é t e l :
Ha H + ^ U - P ' ) I  é s  V + | ( P ' - P )
p o z i t i v  d e f i n i t  é s  P > 0 ,  p ' > 0  , a k k o r  ®(T p / ) <
Ha H é s  V p o z i t i v  d e f i n i t ,  a k k o r  t e t s z ő l e g e s  p > 0 - r a
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4 .  NEMSTACIONÁRIS LINEARIS ITERATIV MÓDSZER
E l ő s z ö r  v i z s g á l j u k  a  k ö v e t k e z ő  n e m s t a c i o n á r i s  l i n e á r i s  i t e ­
r a t i v  m ó d s z e r t .
n + 1 ) ^ ( n  )u ' = G un +1
( n ) , , . ^  .u - t  k i f e j e z v e :
+ k  , ,  n >0n +1 = ( 4 . 0 . 1 )
u (n> = G u ( 0 )  + n
A
k n n =0
G — G G i • ■ • n n  n - 1 G1 é s
A
k = k  + G_k n n  n  n n - 1 + G G . k  n  n - 1  :
=0 k a p j u k ,  a h o l  ( 4 . 0 . 2 )
3_v3 i • • • yJ r. JS. -in  n - 1  2 1
Á l t a l á n o s a b b  m ó d s z e r t  a z
u ( n + 1 )  = I  G , u <j )  + k . .„ n + l , i  n +1
J =0 J
n >0 d e f i n i á l .
E b b ő l  a  ( 4 . 0 . 2  ) - t  a  Gn = G. ,
X JL f O
G = G + Q G + Q 0 G_ + . . . +  G nG n n  n , o  n , l  1 n , 2 2 n , n - 1  n - 1
h e l y e t t e s i t é s s e l  k a p j u k .
J e l ö l j e  Au = b  m e g o l d á s a i n a k  h a l m a z á t  H ( A , b )
D e f i n i c i ó  :
( 4 . 0 . 2 ) m ó d s z e r t  k o n z i s z t e n s n e k  n e v e z z ü k ( 1 ) - e l , h a  t e l j e s ü l  a  
k ö v e t k e z ő  f e l t é t e l :
Ha u ( n >* H ( A , b )  a k k o r  u ^ n \ ? H ( A , b )  m i n d e n  n ' > n - r e .
( 4 . 0 . 2 ) m ó d s z e r  f o r d í t o t t a n  k o n z i s z t e n s ( 1 ) - e l ,  h a  t e l j e s ü l  a  
k ö v e t k e z ő  f e l t é t e l :
Ha a ( 4 . 0 . 2 )  á l t a l  d e f i n i á l t  u ^ ° ^ , u ^ 1 ^ , . . .  s o r o z a t  k o n v e r g e n s ,  
a k k o r  H(A , b ) e g y  e l e m é h e z  t a r t .
T e l j e s e n  k o n z i s z t e n s  a  m ó d s z e r ,  h a  m i n d k é t  f e l t é t e l  t e l j e ­
s ü l .
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T é t e l  :
Ha A ( 4 . 0 . 2 )  n e m s t a c i o n á r i u s  i t e r a t i v  m ó d s z e r t  ( 4 . 0 . 1 ) - b ő l  k a p ­
j u k ,  é s  m i n d e n  j  = 1 , 2 , . . .  - r e
U( n + 1 = G jU ^n  ^ + k j  n  ^  0 k o n z i s z t e n s ,  l i n e á r i s
s t a c i o n á r i s  i t e r a t i v  m ó d s z e r t  d e f i n i á l ,  a k k o r  a  m ó d s z e r  k o n ­
z i s z t e n s .  /E z  a  t é t e l  f o r d i t v a  i s  i g a z . /
T é t e l  :
Ha A n e m s z i n g u l á r i s  é s  a  ( 4 . 0 . 2 )  m ó d s z e r  k o n z i s z t e n s ,  a k k o r
A
m i n d e n  n - r e  k = ( I  -  G ) A'1 b .n  n
A n e m s t a c i o n á r i s  i t e r a t i v  m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j á n a k  s z ü k s é ­
g e s  é s  e l e g e n d ő  f e l t é t e l e  a z ,  h o g y  {kR} k o n v e r g á l j o n  é s  
l i m  G = 0 .  A g y e n g e  k o n v e r g e n c i á h o z  p e d i g  s z ü k s é g e s  é s
n->-oo
A A
e l e g e n d ő ,  h o g y  (k  } k o n v e r g á l j o n  é s  l e g y e n  o l y a n  G m á t -n a
r i x ,  h o g y  l i m  Gn = G
n->-oo
A k ö v e t k e z ő k b e n  n é h á n y  n e m s t a c i o n á r i s  i t e r a t i v  m ó d s z e r t  
i s m e r t e t ü n k .  M i n t  a z  e l ő z ő e k b ő l  t u d j u k ,  e z e k  i t e r á c i ó s  k é p ­
l e t e  u ( n + 1 ) = G u + k  a l a k ú .  E m ó d s z e r  s p e c i á l i s  e s e t e  
a z  u n .  s z e m i - i t e r á c i ó s  m ó d s z e r .  Véve  e g y  e l s ő f o k ú  l i n e á r i s  
s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r t ,  g y a k r a n  t a l á l h a c u n k  e g y  " a s s z o c i á l t "  
n e m s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r t ,  a m e l y  g y o r s a b b a n  k o n v e r g á l ,  m i n t  
a z  a d o t t  m ó d s z e r .  Ez a z  a s s z o c i á l t  m ó d s z e r  o l y a n  s z e m i - i t e -  
r a t i v  m ó d s z e r k é n t  i s m e r t ,  a m e l y  a z  a d o t t  m ó d s z e r e n  a l a p u l .  
L á t n i  f o g j u k ,  h o g y  a  s z e m i i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  / S í /  k o n s t r u k ­
c i ó j a  a n a l ó g  a  v a l ó s  s z á m o k  s o r o z a t á n a k  k o n v e r g e n c i a  g y o r s í ­
t á s á r a  l é t r e h o z o t t  ö s s z e g e z é s i  m ó d s z e r e k k e l .  A b b a n  a z  e s e t ­
b e n ,  h a  a z  a d o t t  i t e r a t i v  m ó d s z e r  m á t r i x á n a k  v a l ó s  s a j á t é r ­
t é k e i  v a n n a k ,  e g y  n a g y s á g r e n d d e l  j a v u l  a  k o n v e r g e n c i a ,  S l - t  
h a s z n á l v a .  Ha A p o z i t i v  d e f i n i t ,  d e  nem A t u l a j d o n s á g ú  
é s  nem L - m á t r i x ,  a k k o r  e z  a z  e l m é l e t  nem a l k a l m a z h a t ó  é s  
e l ő f o r d u l ,  h o g y  a  m ó d s z e r  nem h a t á s o s .  A z o n b a n  a  J ,  R F , v a g y
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GS m ó d s z e r e n  a l a p u l ó  S I  m é g i s  h a t á s o s  l e h e t .  T é n y ,  h o g y  
e z e k  a  m ó d s z e r e k  a  R i c h a r d s o n  m ó d s z e r r e l  e g y ü t t ,  a m e l y  e g y  
l é n y e g é b e n  e g y  RF m ó d s z e r e i  a l a p u l ó  S í  m ó d s z e r ,  g y a k r a n  h a ­
t á s o s a b b  o l y a n  e s e t b e n ,  a m i k o r  SOR nem a z .
O ly an  r e n d s z e r r e ,  a h o l  az  A m á t r i x  D
c i k l i k u s  C s e b i s e v  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  k e v é s b é ^  
SOR u g y a n a k k o r a  s p e k t r á l r á d i u s z r a .
a l a k ú ,  a  
h a t á s o s ,  m i n t a
Most  l á s s u k  a  S í  m ó d s z e r  á l t a l á n o s a b b  e l v é t :
V a l ó s  s z á m o k  x ^ ,  x ^ ,  . . .  s o r o z a t á t  v é v e  g y a k r a n  m e g a l k o t ­
h a t u n k  e g y  m á s i k  y ^ , y 2 , s o r o z a t o t / u n .  " ö s s z e g e z é s i
m ó d s z e r "  á l t a l  ú g y ,  h o g y  az  u j  s o r o z a t  k o n v e r g á l j o n ,  a m i k o r  
a  r é g i  nem é s  a z  u j  g y o r s a b b a n  k o n v e r g á l j o n ,  m i n t  a  r é g i ,  
h a  a r é g i  k o n v e r g á l t .
P l .  v i z s g á l j u k  a  k ö v e t k e z ő  s o r o z a t o t :
y x = xj.
y 2 -  i ( x x  +  X 2 )
y 3 = i ( x 2 + x 2 + x 3 )
Könnyű b e l á t n i ,  h o g y  {Xp} k o n v e r g á l ,  a k k o r  { Yp} i s  
k o n v e r g á l ,  u g y a n o d a .  E z é r t  az  ö s s z e g e z é s i  m ó d s z e r  r e g u l á r i s .  
S ő t  a z t  i s  l á t n i ,  h o g y h a  { x ^  nem k o n v e r g á l ,  a k k o r  {y^}  
még k o n v e r g á l h a t .  Ha {Yp) k o n v e r g á l ,  a k k o r  a z  e r e d e t i  s o ­
r o z a t r ó l  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  C e s á r o  ö s s z e g e z h e t ő .
Egy á l t a l á n o s a b b  ö s s z e g e z é s i  m ó d s z e r  " h á r o m s z ö g  töm b"  e g y ü t t -  
e g y ü t t h a t ó i v a l  d e f i n i á l h a t ó .
a l o  a l l
a 20 a 2 l  a 22
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n
a h o l  E a  , = 1  n = 0 , 1 , 2 ,  . . ., n , kk=o
V éve  a z  {x_^} s o r o z a t o t ,  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  l e h e t  u j  {y^} 




a 1 x v n , k k n = 0 , 1 , 2 , . . .
Ha a = 0 k < n - r e  é s  a =1 m i n d e n  n - r e ,  a k k o r  v i s s z a k a p j u kn , k, u , n
a z  e r e d e t i  s o r o z a t o t .  Ha a  = ( n + 1 )“1 k = 0 , l , . . . n ,  m i n d e n
n , k
, n - r e ,  a k k o r  a  C e s á r o  ö s s z e g e z é s t  k a p j u k .
A l k a l m a z z u k  e z t  a z  ö s s z e g e z é s i  e l j á r á s t  o l y a n  e l s ő f o k ú  l i ­
n e á r i s  i t e r a t i v  m ó d s z e r e k r e ,  a m e l y e k  a z  Au=b l i n e á r i s  r e n d ­
s z e r t  o l d j á k  m eg .  I t t  A n e m s z i n g u l á r i s  m á t r i x .  V é v e  e g y  
s o r o z a t o t ,  a m i t  e g yu < ° > ,  u ' 1 ! .
u ( n + ! ) _ G u ( n ) + k ( 4 . 0 . 3 )
t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s  i t e r a t i v  m ó d s z e r  d e f i n i á l  é s  o l y a n  
a n j. e g y ü t t h a t ó k a t ,  a m e l y e k  k i e l é g í t i k  a  ( í )  f e l t e v é s t , d e f i -  
n i á l j u k  a  ( n )  _ ?
V
. s o r o z a t o t
= E a  u 
k=o n , k
( n ) ( 4 . 0 . 4 )
A z t  m o n d j u k ,  h o g y  a  ( 4 . 0 . 4 )  á l t a l  d e f i n i á l t  e l j á r á s  s z e m i -  
i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  a z  ( 4 . 0 . 3 )  l i n e á r i s  s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r r e  
v o n a t k o z ó l a g .
V i z s g á l j u k  e g y  S í  m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j á t .
L e g y e n v a h o l  u  a z
Au = b m e g o l d á s a .  ( 4 . 0 . 4 ) - b o l
( n) = v ( n ) -  u = E 
k=o
a . u n , k




a n , k
n
-  u E 
k=o




a n , k u
( k ) u) a , (k)n , kk=o
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De m i v e l  a z ( 4 . O . 3 ) m ó d s z e r  k o n z i s z t e n s ,
e ^  = Gk e ^  é s  = P (G) = P (G)n n
a h o i n
n / r  \ _  £ a G
P n (G)  -  k=o n ’ k
Ha a  l i n e á r i s  s t a c i o n á r i s  i t e r a i t v  m ó d s z e r n e k  m e g f e l e l ő  
G m á t r i x  v a l ó s  s a j á t é r t é k ü ,  a k k o r  a  k o n v e r g e n c i á t  g y a k r a n  
j a v i t a n i  l e h e t ,  a l k a l m a s  S í  m ó d s z e r t  h a s z n á l v a .  T e g y ü k  f e l  
e l ő s z ö r ,  h o g y  G u s a j á t é r t é k e  a z
( * * # ) 4 . 0 . 5 )
ct 1  u 1  3 < 1
t e r ü l e t e n  b e l ü l  f e k s z i k ,  a h o l  S > a .  M e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  nem 
k ö v e t e l m é n y  a z ,  h o g y  S(G ) k i s e b b  l e g y e n  e g y n é l ,  m i v e l  a 
- 1 - n é l  k i s e b b  i s  l e h e t .  K é s ő b b  m e g v i z s g á l j u k  a z t  a z  e s e ­
t e t  a h o l  ( 4 . 0 . 5 )  - t  p ó t o l j u k  e g y  g y e n g é b b  f e l t é t e l l e l .
/A 0>a k ö v e t e l m é n y  nem l é n y e g e s . /
Ha 3=a a k k o r  a  m ó d s z e r ,  a m i t  a $>a f e l t e v é s b ő l  v e z e t ü n k  
l e ,
fn + 1 1 1 t 1
k m ó d s z e r r e  r e d u k á -( n + 1 ) 1 ( n )  , 1u  -  ( G‘ a I )  u  +
l ó d i k ,  a m e l y  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s  m ó d s z e r
2 — ( ot + 3 )L e g y e n  z = — ß _ a 
i t e r á c i ó s  k é p l e t
. E k k o r  o p t i m i z á c i ó  u t á n  a  s z e m i -
v ( n + l )  _ _ P n + l —  {[2G _ + 2k )  + ( 1 - P  . )  v (n  1 !
2 - ( a + S ) n+1
a h o l P1 1 '  p 2
2 Z 2
2 z 2- l  ' p n + l  (1
— ----Pn )_ 1 ( 4 . 0 . 6 )
4z
n = 2 , 3 , . . .
E z t  a z  o p t i m á l i s  S í  m ó d s z e r t  h a s z n á l v a  e g y  n a g y s á g r e n d n y i  
j a v i t á s  é r h e t ő  e l  a  k o n v e r g e n c i a  g y o r s í t á s á b a n ,  a z
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u (n + 1 )  = ____1 ( C2G -  ( ß + a ) l 3  ) u ( n )  + 2k2-  ( ct+ß )
l i n e á r i s  s t a c i o n á r i s  i t e r a t i v  m ó d s z e r h e z  v i s z o n y í t v a .
(Ez  l e g a l á b b  o l y a n  j ó ,  m i n t  az  a l a p m ó d s z e r . )
Ha A p o z i t i v  d e f i n i t  m á t r i x ,  a k k o r  a  J ,  JOR é s  RF m ó d s z e r  
s a j á t é r t é k e i  v a l ó s a k ,  i g y  a z  e l ő z ő e k  e z e k r e  i s  a l k a l m a z h a ­
t ó k .  Az o p t i m á l i s  S í  m ó d s z e r t ,  a m e l y  a  J ,  JOR é s  RF-en  a l a ­
p u l  J - S I ,  J O R - S I  é s  R F - S I  m ó d s z e r n e k  n e v e z z ü k .
1 .  J - S I  m ó d s z e r
A J - S I  é s  a  J O R - S I  m ó d s z e r n é l  f e l  k e l l  t e n n i ,  h o g y  a  
B = I ( d i a g  A)-1 A m á t r i x n a k  v a n  e g y n é l  k i s e b b  v a l ó s  s a j á t ­
é r t é k e .  Ez a  k ö v e t e l m é n y  t e l j e s ü l ,  h a  A p o z i t i v  d e f i ­
n i t .
A J - S I  m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j a  k i s e b b  a  S O R - é n á l ,  ha  a z  
A m á t r i x  k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t .
l e h e t  ú g y  m ó d o s í t a n i ,  h o g y  m e g k a p j u k  a  c i k l i k u s  C s e b i s e v  
s z e m i - i t e r á c i ó s  ( C S S I )  m ó d s z e r t  é s  e z á l t a l  j a v u l  a  k o n ­
2 .  J O R - S I  m ó d s z e r
A JOR m ó d s z e r n é l  B =ooB + ( l - o o ) I  - v a l  v a n  m eg ad v a .oo
Ha A p o z i t i v  d e f i n i t ,  a k k o r  B s a j á t é r t é k e i  v a l ó s a k  é s  a
a<y<_ß<l s á v b a n  f e k s z e n e k .  E z é r t ,  h a  oo>0,ß^ y '  s a j á t é r t é ­
k e i  a z  a '  = ooa + l-oo £  y '  <_ ooß + l-oo = ß ' < l  
s á v b a n  v a n n a k .
Ha A m á t r i x
2
a l a k ú ,  a k k o r  a  J - S I  m ó d s z e r t
v e r g e n c i a  g y o r s a s á g . ( CSSI l á s d  k é s ő b b )
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Az e l ő z ő e k  m i n t á j á r a  b e v e z e t v e  a
z = 2 -  ( a '  + ß f ) = 2 -  ( g  + 6)
ß '  -  a '  ß -  a
oo - t o l  f ü g g e t l e n ,  a z  i t e r á c i ó s  k é p l e t
v á l t o z ó t ,  a m e l y
( n + 1 ) 1 „v v ' -  — pz n+1 ß - a g -  | ± a  i )  v ( n )  + < i  -  p í v ' " ' 1 ’ *ß - a n + 1 '
2 Pn+ 1
z ( ß - a )
a h o l  k = góc
Ez a z  i t e r á c i ó s  f o r m u l a  f ü g g e t l e n  w - t ó l ,  e z é r t  a  J O R - o n  
a l a p u l ó  o p t i m á l i s  S í  m ó d s z e r  a z o n o s  a  J  m ó d s z e r e n  a l a p u ­
l ó v a l .
3.  R F-S I  m ó d s z e r
Az RF m ó d s z e r n é l  R^ = I  -  pA ,  a h o l  p O. Ha A p o -  
z i t i v  d e f i n i t ,  a k k o r  A ö s s z e s  s a j á t é r t é k e  p o z i t i v  é s  
l é t e z n e k  o l y a n  a  é s  b p o z i t i v  s z á m o k ,  h o g y  a z  A ö s z -  
s z e s  v s a j á t é r t é k e i  a  0 < a < v < b  s á v b a n  v a n n a k .  E k k o r  a z  
i t e r á c i ó s  k é p l e t :
v ( n + l ) = v ( n - l ) + P n + i ( v ( n ) . v ( n - l ) ) . ( 2 P n + i / ( b + - ) )  ( A v ( n ) - b )
Az R F - S I  é s  a  J - S I  m ó d s z e r  a z o n o s ,  h a  A d i a g o n á l  
e l e m e i  á l l a n d ó k .
Ha A p o z i t i v  d e f i n i t ,  de  a  d i a g o n á l  e l e m e k  nem k o n s t a n ­
s o k ,  a k k o r  az R F - S I  m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i a  g y o r s a s á g a  
k i s e b b ,  m i n t  a  J - S I  m ó d s z e r é .  Au = b - r e  a l k a l m a z v a ,  
a G R F - S I  m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j a  u g y a n a k k o r a ,  m i n t  a z  
RF-SI  m ó d s z e r é ,  a m i t  az  e l ő k é s z í t e t t  r e n d s z e r r e  a l k a l ­
m a z t u n k .  A J - S I  m ó d s z e r  p e d i g  l e g a l á b b  o l y a n  j ó ,  m i n t  
a G R F - S I ,  ha  A A - t u l a j d o n s á g u .
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A SOR m ó d s z e r r e l  sem  a z  R F - S I ,  sem a J - S I  m ó d s z e r  k o n v e r ­
g e n c i a  s z e m p o n t b ó l  nem v e r s e n y e z h e t  k o n z i s z t e n s e n  r e n d e ­
z e t t  p o z i t i v  d e f i n i t  m á t r i x o k r a .  A z o n b a n ,  h a  A = D1 H
K D ]
a l a k ú ,  a k k o r  a  J - S I  m ó d s z e r t  l e h e t  j a v i t a n i l  Ha A p o ­
z i t i v  d e f i n i t ,  d e  nem A - t u l a j d o n s á g u  / é s  nem L - m á t r i x / ,  
a k k o r  a z  R F - S I  é s  a  J - S I  m ó d s z e r e k  j o b b a k  l e h e t n e k  a  
S O R - n á l .
4 .  R i c h a r d s o n  m ó d s z e r
1 9 1 0 - b e n  R i c h a r d s o n  m e g o l d o t t  l i n e á r i s  e g y e n l e t r e n d s z e r t  
a  k ö v e t k e z ő , r ó l a  e l n e v e z e t t  m ó d s z e r r e l ,  a m i t  a z
( n + 1 ) ( n )  . „ ( n )  , »u = u' + ßn+1(Au -  b)
k é p l e t  d e f i n i á l ,  a h o l  • • •  i t e r á c i ó s  p a r a m é t e r e k .
A d e f i n í c i ó b ó l  n y i l v á n v a l ó ,  h o g y  ez  nem s t a c i o n á r i s  
i t e r a t i v  m ó d s z e r .  A R i c h a r d s o n  m ó d s z e r  k o n z i s z t e n s ,  d e  
nem s z ü k s é g k é p p e n  f o r d í t o t t a n  k o n z i s z t e n s .  Ha A nem­
s z i n g u l á r i s ,  a k k o r  a  R i c h a r d s o n  m ó d s z e r  a k k o r  é s  c s a k  
a k k o r  k o n v e r g e n s  a  f e j e z e t  e l e j é n  k i m o n d o t t  é r t e l e m b e n ,  
n
h a  l i m  fl ( I +ß ,  A)  = 0 
k = l
b e l á t h a t ó ,  h o g y  a z  u ^ n + 1  ^ = u ^ n  ^ + p ( A u (' n ') -  b )
m ó d s z e r e n  a l a p u l ó  s z e m i - i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  é s  a  R i c h a r d ­
s o n  m ó d s z e r  u g y a n a z .  E z é r t  n y i l v á n v a l ó ,  h o g y  t e t s z ő l e ­
g e s  p  f  0 - r a  a z  o p t i m á l i s  R F - e n  a l a p u l ó  S í  m ó d s z e r  
l e g a l á b b  o l y a n  g y o r s ,  m i n t  a  R i c h a r d s o n .  ß ^ , ß 2 ; • • •  b á r ­
m e l y  v á l a s z t á s a  m e l l e t t  v a n  o l y a n  S í  m ó d s z e r ,  a m e l y n e k  
a z o n o s  a z  e r e d m é n y e .  M á s r é s z t ,  v é v e  a z  R F - e n  a l a p u l ó  
o p t i m á l i s  s z e m i - i t e r á c i ó s  m ó d s z e r ,  t e t s z ő l e g e s  n - r e  
l e h e t  v á l a s z t a n i  . . . ß ^ n   ^ - t  ú g y ,  h o g y  a  s z e m i -
i t e r á c i ó s  é s  a  R i c h a r d s o n  m ó d s z e r  m e g e g y e z i k  az  n - e d i k
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é s  á l t a l á b a n  c s a k  a z  n - e d i k  i t e r á c i ó b a n .
A R i c h a r d s o n  m ó d s z e r n é l  v á l a s z t a n i  k e l l  e g y  m - é r t é k e t ,  
é s  ß j m } . . . p a r a m é t e r e k e t .  E z t  a  p e r i o d i k u s  n e m -
! m / n
s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r t  G = . H ( 1 + ß ,  A) m á t r i x u  l i n e -
m k = l  *
á r i s  s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r k é n t  t a n u l m á n y o z h a t j u k .
A Young á l t a l  1 9 5 4 - 1 9 5 6 - b a n  é s  W a r l i c h  á l t a l  1 9 5 3 - b a n  
v é g z e t t  n u m e r i k u s  k i s é r l e t e k  a z t  m u t a t j á k ,  h o g y  a 
R i c h a r d s o n  m ó d s z e r  a  k e r e k í t é s i  h i b á k r a  n a g y o n  é r z é k e n y ,  
f ő l e g  n a g y  n - r e .  E z é r t  a z  R F - S I  m ó d s z e r t  j a v a s o l j á k  i n ­
k ább .  N e m c s a k  a z é r t ,  m e r t  e z  a  m ó d s z e r  k i s e b b  k e r e k í t é s i  
h i b á k a t  e r e d m é n y e z , hanem  m i n d e n  n - r e  az  n - e d i k  i t e r á c i ­
ó n á l  u g y a n a z t  az  e r e d m é n y t  k a p j u k ,  m i n t  a m i t  R i c h a r d s o n  
m ó d s z e r r e l  k a p n á n k  o l y a n  ß^ , . . . ßn p a r a m é t e r e k k e l ,
a m e l y e k  e h h e z  az  n - h e z  v a n n a k  r e n d e l v e .
5 .  A c i k l i k u s  C s e b i s e v  s z e m i i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  / C C S I / .
A CCSI m ó d s z e r ,  a m i t  1 9 6 1 - b e n  G o l u b  é s  V a r g a  v e z e t e t t
a l a k ú ,  nemb e ,  a k k o r  a l k a l m a z h a t ó ,  h a  A = I 1
k  D:
e l t ű n ő  d i a g o n á l i s u  m á t r i x  é s  o l y a n ,  hogy  a  
B =’ I  -  ( d i a g A ) _1A s a j á t é r t é k e i  v a l ó s a k  é s  S( B)  <1 .
A CCSI m ó d s z e r  a z  MSOR m ó d s z e r  s p e c i á l i s  e s e t e k é n t  f o g ­
h a t ó  f e l .  Az
0)  ^ = 1 , 0  j
2 - y  2
= ( 1  “  )_1k - 1 = (1 ~ j  2 T1 k  = 2 , 3 ,
p a r a m é t e r v á l a s z t á s  e s e t é n  a  CCSI - h e z  j u t u n k  
A J - S I  m ó d s z e r b ő l  i s  l e h e t  s z á r m a z t a t n i :
v<n+1> = ° n + l (Bv ‘n )  +  C )  + ( 1  -  Pn _ x )v(n l }
n  = 0 , 1 , 2 ,  . . .  - b ő i
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P 1 1 p 2 2 -  \ f z p n+1 U  -  4 U2 ^ ) 1 n 2 ' 3 ' * '
p a r a m é t e r v á l a s z t á s  e s e t é n  k a p u n k  CCSI m ó d s z e r t .
6 .  GSSI m ó d s z e r
Ha A p o z i t i v  d e f i n i t  m á t r i x ,  a k k o r  a  GS m ó d s z e r  k o n v e r ­
g e n s .  A z o n b a n  £ s a j á t é r t é k e i  nem s z ü k s é g k é p p e n  v a l ó s a k ,  
i g y  a z  o p t i m a l i z á c i ó t  nem l e h e t  a l k a l m a z n i .  I l y e n k o r  h a ­
t á s o s a n  h a s z n á l h a t j u k  a  J S I  v a g y  a z  R F - S I  m ó d s z e r t .
Ha A S t i e l t j e s  m á t r i x ,  a k k o r  m i n d  a  J ,  m i n d  a  GS m ó d s z e r  
k o n v e r g e n s  é s  S ( £ )  _< S(B). M é g i s ,  m i v e l  GS s a j á t é r t é k e i  
k o m p l e x e k  i s  l e h e t n e k ,  nem b i z t o s ,  h o g y  a z  o p t i m á l i s  G S S I  
- m ó d s z e r  o l y a n  j ó  l e s z ,  m i n t  a  J - S I  m ó d s z e r .  Ha f e l t e s z -  
s z ü k ,  h o g y  £ s a j á t é r t é k e i  v a l ó s a k ,  még m i n d i g  nem l e h e ­
t ü n k  b i z t o s a k  a b b a n ,  h o g y  a  G S S I  a  j o b b .  M i v e l ,  mig  a  s a ­
j á t é r t é k e k  ß f e l s ő  k o r l á t j a  n a g y o b b  a  GS m ó d s z e r n é l ,  
m i n t  a  J - m ó d s z e r n é l  a  3^ f e l s ő  k o r l á t ,  a z a l a t t  a Gg a l s ó  
k o r l á t  k i s e b b  l e h e t ,  m i n t  a . .  M á s r é s z t  i s m e r t ,  h o g y
3 - a T> S ( B)  m i v e l  B s a j á t é r t é k e i n e k  ö s s z e g e  z é r ó .
J  J — _
Ha A k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t  p o z i t i v  d e f i n i t  m á t r i x ,  a k k o r  
a  GSSI m ó d s z e r  m a j d n e m  o l y a n  g y o r s a n  k o n v e r g á l ,  m i n t  a  
SOR é s  m a jd n e m  k é t s z e r  o l y a n  g y o r s a n ,  m i n t  a  J S I  m ó d s z e r .  
Ebben  a z  e s e t b e n  £ X s a j á t é r t é k e i  a  0  £  ^ £  W"2 s á v b a n  
v a n n a k .




+ k + <1- Cn + l ) v<n ' 1> 
n = 0 , 1 , 2 , . . .
a h o l  Pj_ ( 4 . 0 . 6 ) ~ g a l  v a n  a d v a .
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7 .  GS-SSI  m ó d s z e r
Ha A k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t  é s  a  t e r m é s z e t e s  r e n d e z é s t  
h a s z n á l j u k  a  v ö r ö s - f e k e t e  h e l y e t t ,  a k k o r  a z  1 J o r d a n  f é ­
l e  k a n o n i k u s  a l a k j a  nem  l e s z  d i a g o n á l i s  é s  i g y  a  k o n v e r ­
g e n c i a  n e m  e l é g  j ó .  A G S -S S I  - n é l  é s  a  G S - S I  - n é l  v ö r ö s ­
f e k e t e  r e n d e z é s t  h a s z n á l v a  g y o r s a b b  l e s z  a  k o n v e r g e n c i a .
8 . SOR-Sí m ó d s z e r
Ha oü>1 , a k k o r  a  SOR m ó d s z e r  s a j á t é r t é k e i  á l t a l á b a n  nem 
mind v a l ó s a k .  B e b i z o n y í t h a t ó ,  h o g y  a z  loo^-n a l a p u l ó  o p ­
t i m á l i s  s z e m i i t e r a t i v  m ó d s z e r  a z o n o s  az  a l a p m ó d s z e r r e l .
9 .  MSOR-SI m ó d s z e r
Tegyük  f e l ,  hogy A p o z i t i v  d e f i n i t  é s  í D , H  j a l a k ú .
U  D2 J
A m ó d s z e r  v i z s g á l a t a  s o r á n  k i d e r ü l t ,  h o g y  a z  MSOR m ó d s z e ­
r e n  a l a p u l ó  o p t i m á l i s  s z e m i i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  nem j o b b ,  
m i n t  a  k ö z ö n s é g e s  SOR “ b f i x  p a r a m é t e r r e l .
N y i l v á n v a l ó ,  hogy a  J - S I  é s  a z  R F - S I  m ó d s z e r  k b .  f e l e
o l y a n  g y o r s ,  m i n t  a  G S - S S I  m ó d s z e r .  A G S -S S I  m ó d s z e r  é s
1 1
2 , 2a CCSI m ó d s z e r  a l e g j o b b  h a  D— e s  A n o r m á t  f i g y e l ­
j ü k .
Young é s  K i n c a i d  1 9 6 9 - b e n  ö s s z e h a s o n l í t o t t a  a  G S -S S I  é s
CCSI m ó d s z e r t  D, i l l e t v e  A n o r m á r a  v o n a t k o z ó l a g .  A z t  k a p -
1 1
2 2t á k ,  h o g y  a  D n o r m á b a n  a  CCSI m ó d s z e r  a  j o b b ,  az  A
n o r m á b a n  v i s z o n t  a  G S - S S I  m ó d s z e r  j o b b  e g y  k i c s i t .
V arga  1 9 5 7 - b e n  v i z s g á l t a  a  G S - S I  m ó d s z e r t  é s  b e l á t t a ,  
hogy a  k o n v e r g e n c i á j a  k b .  u g y a n o l y a n  g y o r s ,  m i n t  a  SO R-é .  
T ee ,  Y o u n g  é s  K i n c a i d  m e g m u t a t t á k ,  h o g y  t e r m é s z e t e s  r e n ­
d e z é s  e s e t é n  a G S - S I  m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j a  n a g y o n  l a s s ú  
l e h e t .
t
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1 0 .  SSOR-SI m ó d s z e r
A k k o r  a l k a l m a z h a t ó ,  h a  \  s a j á t é r t é k e i  v a l ó s a k  é s
0  < X < I  = S ( £  )
~  — 0)
i t e r á c i ó s  k é p l e t e :
( n + 1 ) v ' -= - - P— — {(Plü-  ■ | x i ) v ( n ) +k}  + ( l - p n + 1 ) v (n 1}  n = 0 , 1 , 2
1 -  | x
a h o l
p = ( I - w L )  1 ( ü) U + ( 1 - oj) I )03
p i  - P« , . . .  P ( 1 “  P ) n  2 , 3 , . .  2 2 z 2 - 1  n + 1  4 z 2 n
2
Z = I  - 1
I t t :
k  = 03 ( 2-03 ) ( I - w U ) '1 ( I - U L ^ C
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5. MÁSODFOKÚ ITERATIV MÓDSZEREK
V i z s g á l j u k  a
( n + 1 )u = Gu^n ') + H u (n  1  ^ + k
m á s o d f o k ú  l i n e á r i s ,  s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r t ,  a h o l  u ^ ° ^  é s  u ^ 1 ' 
t e t s z ő l e g e s .
a
Ha a z  i g y  d e f i n i á l t  s o r o z a t  k o n v e r g á l  e g y  u h a t á r é r t é k h e z ,  
e n n e k  a  h a t á r é r t é k n e k  k i  k e l l  e l é g í t e n i  a z  u  = Gu + Hu + k 
k a p c s o l t  e g y e n l e t e t .
Ha v a l a m e l y  n - t ő l  k e z d v e  t e l j e s ü l ,  h o g y  u^ ' = u^ ' = u 
Au = b r e n d s z e r  e g z a k t  m e g o l d á s a .
A k o n z i s z t e n c i a  f e l t é t e l e  a z ,  h o g y  
( I - H - G )A"4b = k  ( 5 . 1 )
t e l j e s ü l j ö n .  A m ó d s z e r  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s ,  h a  I - G - H  n e m s z i n ­
g u l á r i s  é s  ( 5 . 1 )  t e l j e s ü l .
G o l u b  é s  V a r g a  1 9 6 1 - b e n  a  k ö v e t k e z ő  e g y e n l e t r e n d s z e r t  v i z s ­
g á l t a  :
T u d j u k ,  h o g y  a  k o n v e r g e n c i a  s z ü k s é g e s  é s  e l e g e n d ő  f e l t é t e l e  
a z ,  h o g y  m i n d e n  u 1' 0  ^ é s  u' ^ ■* - r a
A
S ( G ) < 1 ,  a h o l
T é t e l  : Az
G =
S (G) < 1 a k k o r  é s  c s a k  a k k o r ,  h a
d e t ( A 2I - XG- H)  = 0  ö s s z e s  \  g y ö k e  e g y n é l  k i s e b b  a b s z o l ú t  é r ­
t é k ű .
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T e k i n t s ü n k  e g y  e l s ő f a j ú  l i n e á r i s  s t a c i o n á r i s  m ó d s z e r t .  
u ( n + l )  _ G_^u ( n ) + é s  e g y  m á s o d f a j ú t
u ( n+1 > = Uln)  + d ( u ( n ) - u < n - D )  + e ( Glu ( n >+ k1- u (n) ) ( 5 . 2 )
E z e k  t e l j e s e n  k o n z i s z t e n s e k ,  t e t s z ő l e g e s  d é s  e  f  0 k o n s ­
t a n s r a .  M e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  ( 5 . 2  ) m e g e g y e z i k  a
2p.
v (n+X)  _ v ( n ) + ( p  1 ) ( v ( n ) _ v ( n - l ) + _ n ± l _ (G ( n )  v ( n )  ,
n 1 2- ( a + ß ) 1 1
s z e m i i t e r a t i v  m ó d s z e r r e l ,  h a  d  h e l y é b e  (p  +^ - l )  “ t  é s  e
h e l y é b e  2 Pn + -]_( 2 - (  a + ß ) )-1 - t  Í r u n k .  M i v e l  G = ( l - e + d ) l  é s  
H = - d l ,  a  k o n v e r g e n c i a f e l t é t e l  a
d e t ( X 2 I - A ( e G ^ + ( 1 - e + d ) I ) + d l  = 0  - b a  megy á t .
I n n e n
d e t  <G. + -  ( t t í ) !  = o
1 e  eX
X s a j á t é r t é k e  é s  G-  ^ M s a j á t é r t é k e  k ö z ö t t  f e n n á l l  a
y +
l - e + d  A 2 +d
eA ö s s z e f ü g g é s .
A A = p e 10 k ö r  k é p e  a
, , 1 - e + d N Rey + (— - — )
1 d 
( - ( p+ - ) )
( Imy )
++ , 1
( | ( p -  f ) ) 2
= 1 e l l i p s z i s ,
M i n t  már  l á t t u k ,  h a  G y s a j á t é r t é k e i  a z  ot <_ yi <_ 3 <_ 1 
i n t e r v a l l u m b a n  f e k s z e n e k ,  a k k o r  d é s  e  o p t i m á l i s  v á l a s z t á s  
e s e t é n  k i e l é g i t i  a z  a l á b b i  f e l t é t e l e k e t :  p 2 = d
e - l - d  _ a+ß 2P _ ß ^ a
2 e  2e
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E b b ő l
( ( ß - a ) ( 1 +  P2 ) = 2 P
2- ( ß + a )
L e g y e n  er = ( ß - a )  / ( 2 - ( ß + a )  ) ,  a k k o r  a z  e l ő z ő  e g y e n l e t :
a ( 1 -  P2 ) = 2 P é s  i g y  1 + P2 = co  ^ = 2 / ( l  + / (  1 - f 2 )
E z é r t  d  = co - 1 ,b
2 00, T b 2
ß - a  2 - ( ß + a )
Ha r  = oo  ^— 1 j e l ö l é s t  b e v e z e t j ü k ,  a k k o r
A A 1 A 1
S (G) = P = = r 2 ,
i n n e n  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  m á s o d f a j ú  i t e r a t i v  m ó d s z e r t  h a s z n á l v a  
t e t s z ő l e g e s  o l y a n  i t e r a t i v  m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j a  g y o r s í t h a ­
t ó ,  a m in e k  e g y n é l  k i s e b b  v a l ó s  s a j á t é r t é k e i  v a n n a k .  A k o n v e r  
g e n c i a  g y o r s í t á s  h a s o n l ó  n a g y s á g r e n d ű ,  m i n t  am i  o p t i m á l i s  
s z e m i i t e r a t i v  m ó d s z e r  h a s z n á l a t á v a l  e l é r h e t ő . .
P l .  h a  A A - t u l a j d o n s á g u  p o z i t í v  d e f i n i t  m á t r i x  é s  G-  ^ = B ,
A
a k k o r  ß = - a = y = s ( B ) 7 t = y é s  00^  = 00^  =
=  2 / { ! + / ( 1 - u 2 )}
S ( G)  = - b ő i  k a p j u k : S (G) 4-
E b b ő l  l á t j u k ,  hogy  A k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t ,  a k k o r  a  m á s o d ­
f a j ú  J  m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j a  f e l e  o l y a n  g y o r s ,  m i n t  a  SOR 
m ó d s z e r é .  Ha A p o z i t í v  d e f i n i t  é s  k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t  é s  
G^ = £ a  GS m ó d s z e r n e k  m e g f e l e l ő e n ,  a k k o r  k a p j u k ,  h o g y
ß = (I2 , a = 0  é s  0 = y 2 / (2 —y 2 )
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E z é r t
tú =b
l + (  1-CT2 )
= 1 +
l + ( l - y 2 )
JT
2
= 1 + « V 1 »*
é s  S(G)  = üj — 1 b
E b b ő l  l á t h a t ó ,  h o g y  a  m á s o d f a j ú  GS m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j a  k b  
u g y a n a k k o r a ,  m i n t  a  SOR m ó d s z e r é .
Ha A p o z i t i v  d e f i n i t  é s  G^ = jC^ a z  SSOR m ó d s z e r n e k  m e g f e l e
l ő  m á t r i x ,  a k k o r  ß = X = s(je ) ,  a = 0  é s  o =
W 2 -1
E z é r t Oü =




1 + ( 1 - X ) 2
( 5 . 3 )
é s  S ( G ) = = (X 2“ / ( 1 + / T T ) 1D
Ha X l é n y e g e s e b b e n  k i s e b b  y 2- n é l ,  a k k o r  a  m á s o d f a j ú  SSOR 
m ó d s z e r  k o n v e r g e n c i á j a  j ó v a l  n a g y o b b ,  m i n t  a  SOR m ó d s z e r é .
Ha u ^ 1 '’- t  s p e c i á l i s a n  v á l a s z t j u k ,  a k k o r  p o n t o s a b b  b e c s l é s t  
a d h a t u n k  a  m á s o d f a j ú  m ó d s z e r e k  k o n v e r g e n c i a  t u l a j d o n s á g á r a  
é s  egy  k ö z v e t l e n e b b  ö s s z e h a s o n l í t á s t  a  m e g f e l e l ő  s z e m i i t e r a -  
t i v  m ó d s z e r e k k e l .
A s z e m i i t e r a t i v  m ó d s z e r n é l
u ^  = ------------- { ( 2 G . - ( ß + a ) l ) u ^ ° ^ + 2 k  }
2 - ( ß + a )
Ha G' = --------------G-. -  ------ --------- I  j e l ö l é s t  b e v e z e t j ü k ,
2 - ( ß + a ) 2 - ( ß + a )
a k k o r  n  = 1 , 2 ,  . . .  - r a
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2 oi.( n + 1 )  A (n )  , \ ( n - 1 )  , “ ” b ,u v ' = o + G ' u  + ( l - o ) ,  )u + -------------- k-, ,
b b 2 - ( ß + a ) 1
k a p j u k  
( n + 1 )u -  ü = Q (G' ) ( u ( o )  -  u )  n
a h o l  u a z  Au = b e g y e n l e t  e g z a k t  m e g o l d á s a .  A Q (G f ) 
p o l i n o m o k  k i e l é g í t i k  a
Q0 ( G ' ) = I  Q1 ( G ' ) = G'
Qn + 1 (G' )  = ^ G ' Q n ( G ' ) + ( l - u ^ ) Q n _ 1 ( G ' )
r e k u r r e n s  e g y e n l e t e k e t .
M i v e l  G'  y s a j á t é r t é k e i  a
a =
ß - a
2 - ( ß + a )
< Y < ß - a
2 - ( ß+a  )
k ö v e t k e z i k ,  h o g y  max | Qn ( y )
~ü<Y<a
= Q ( a )
a s z a k a s z o n  v a n n a k
■—^-*—( 1+ (———) ( 1 - r )
1 + r  2
a h o l  r  = ü) - 1 .b
a -  A§
í g y  S(Q ( G ' ) )  = y ~ - { l +  (2 -y i )  ( 1 - r ) } , v i s z o n t  S (P  (G) )=■■ —r A-  n r-t-r z n  1 + r n
á  m e g f e l e l ő  s z e m i i t e r a t i v  m ó d s z e r r e l .
A C s e b i s e v  p o l i n o m o k  e l m é l e t é b ő l  i s m e r t ,  h o g y
S ( P  ( G) )  < S ( Q ( G ' ) ) .  í g y  a  s z e m i i t e r a t i v  m ó d s z e r  k o n v e r g e n -n  —
c i á j a  g y o r s a b b ,  m i n t  a  m á s o d f a j ú  m ó d s z e r é .  Ez v á r h a t ó  i s  v o l t ,  
m i v e l  a  m á s o d f a j ú  m ó d s z e r n é l  Qn ( G ' )  r e k u r r e n s  r e l á c i ó n a k  
k o n s t a n s  a z  e g y ü t t h a t ó j a ,  m ig  a  s z e m i i t e r a t i v  m ó d s z e r  v á l t o ­
zó e g y ü t t h a t ó k a t  h a s z n á l .
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A m á s o d f a j ú  J  m ó d s z e r t  p o z i t i v  d e f i n i t  é s  A t u l a j d o n s á g ú  A 
m á t r i x -  e s e t é n
Bn ( o ) + c
u ( n + l )  _ w^ 3u ^ n ^+ c ) + u ^n a l a k b a n  Í r h a t j u k
f e l .  A m á s o d f a j ú  GS m ó d s z e r  p o z i t i v  d e f i n i t  é s  k o n z i s z t e n s e n  
r e n d e z e t t  A m á t r i x  e s e t é n
= — z ---- { ( 2 X - Ü 2 I )  u ( o )  + 2 ( I - L  )_1 c  } ( 5 . 4 )
2 - y  2
u ( n + l )  = aj { (---- 2 _ £ ----- H---- i ) u ( n ^+ — ---- ( l - L ) - 1c} + ( K ) u ( n “ 1)
b 2 - y 2 2 - y 2 2 - y 2 b
n = 1,2,...
a l a k ú ,  a h o l  ül = --------^--------
b 4-l + d - a 2 ) ^
M á s o d f a j ú  SSOR m ó d s z e r r e  p o z i t i v  d e f i n i t  A - r a  u g y a n a z t  a  f o r ­
m u l á t  k a p j u k ,  m i n t  ( 5 . 4 )  c s a k  y 2 h e l y é b e  X = S ( £  ) - t  k e l l
A tU
Í r n i ,  é s  w ^ - t  ( 5 . 3 )  a d j a  meg.
R i l l y  1 9 5 4 - b e n  v i z s g á l t a  a z t  a z  e s e t e t ,  a m i k o r  A =
a l a k ú .  E k k o r  e g y  " ö s s z e n y o m á s t "  l e h e t  a l k a l m a z n i  é s  i g y  f e l e  
a n n y i t  k e l l  s z á m o l n i .  E z e n  a z  u t ó n  e g y  u j  m ó d s z e r t  k a p u n k  a  
m á s o d f a j ú  J  m ó d s z e r b ő l ,  a m i  u g y a n a z ,  m i n t  a  m ó d o s í t o t t  
S h e l d o n  m ó d s z e r .
É r d e k e s s é g k é p p e n  m e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  Abram ov  s z o v j e t  m a te m a ­
t i k u s  m ár  1 9 5 0 - b e n  k i d o l g o z o t t  e g y ,  a  m á s o d f a j ú  J  m ó d s z e r r e l  
a z o n o s n a k  t e k i n t h e t ő  m ó d s z e r t ,  a m i v e l  m ár  a k k o r  1 3 0  e g y e n l e t ­
b ő l  á l l ó  r e n d s z e r t  o l d o t t  meg.
A z o k n a k  a  s z e r z ő k n e k  a  d o l g o z a t a i ,  a k i k r e  Young h i v a t k o z i k ,  
a  k ö v e t k e z ő  s o r r e n d b e n  j e l e n t e k  m e g :
1 9 5 0 :  F r a n k e l ,  1 9 5 4 :  R i l l y ,  1 9 6 1 :  G o l u b  é s  V a r g a ,  1 9 7 1 :  Yuong
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6 .  BLOKKITERATIV MÓDSZEREK
Az i d á i g  i s m e r t e t e t t  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r e k  k ö z ö s  v o n á s a  a z ,  
hogy  m i n d e n  i t e r á c i ó b a n  N e g y e n l e t b ő l  á l l ó  r e n d s z e r t  v i z s ­
g á l t u n k .  E z e k e t  a  m ó d s z e r e k e t  p o n t i t e r a t i v  m ó d s z e r e k n e k  n e ­
v e z z ü k .  C s o p o r t o s í t h a t j u k  a z o n b a n  a z  e g y e n l e t e k e t  ú g y ,  h o g y  
m i n d e g y i k  e g y  é s  c s a k  e g y  c s o p o r t b a  t a r t o z z o n .  Az e g y e n l e t ­
c s o p o r t h o z  v a g y  m á s n é v e n  b l o k k h o z  u g y a n a n n y i  i s m e r e t l e n t  
r e n d e l h e t ü n k ,  m i n t  a h á n y  e g y e n l e t  t a r t o z i k  b e l e  é s  m i n d e n  
i s m e r e t l e n t  h o z z á r e n d e l j ü k  v a l a m e l y i k  c s o p o r t h o z .  A m ó d s z e r  
a b b a n  á l l ,  h o g y  e g y  c s o p o r t b a  t a r t o z ó  e g y e n l e t e k e t  m e g o l d j u k  
a  h o z z á j u k  r e n d e l t  i s m e r e t l e n e k r e ,  m i k ö z b e n  a  t ö b b i  i s m e r e t ­
l e n  a d o t t .  P o n t o s í t s u k  a  f e n t i e k e t :
B l o k k i t e r a t i v  m ó d s z e r  k o n s t r u á l á s á h o z  a z  e l s ő  l é p é s  a z  e l s ő  
N e g é s z  s z á m  c s o p o r t o s i t á s a  ú g y ,  h o g y  m i n d e n  e g é s z  e g y  é s  c s a k  
e g y  c s o p o r t b a  t a r t o z z o n .  F e l t e s s z ü k ,  h o g y  a  c s o p o r t  r e n d e ­
z e t t .
D e f i n í c i ó  : *1
W = { 1 , 2 , . . .  , N} e g y  TI r e n d e z e t t  c s o p o r t j a  a  W -nek  e g y
o l y a n  R, , . . .  , R d i s z j u n k t  r é s z h a l m a z o k r a  b o n t á s a ,  a m e l y  
o l y a n ,  h o g y  R + . . . + R = W A W 11 é s  11' r e n d e z e t t-L Sl
c s o p o r t j a ,  a m i t  R ^ , . . . R^ é s  R ^ . . . R ^  d e f i n i á l  a z o n o s , h a
q  = q '  é s  R. = Rí , . . . , R = R '1 ± q q
/ R. , . . . R r é s z h a l m a z o k a t  c s o p o r t k é n t  e m l e g e t j ü k ,  b á r  n i n c s
-i- t i
k ö z ü k  a  m a t e m a t i k a i  é r t e l e m b e n  v e t t  c s o p o r t h o z / .
Véve  e g y  A m á t r i x o t  é s  e g y  U r e n d e z e t t  c s o p o r t o t ,  d e f i ­
n i á l h a t j u k  a z  A m á t r i x o t  r , s  = 1 , 2 , . . .  q  - r a  a  k ö v e t -IC f s
k e z ű k é p p e n :  A ú g y  k e l e t k e z i k  A - b ó l ,  h o g y  R - n e k  m e g f e -r , s -L
l e l ő  s o r a i t  é s  Rg - n e k  m e g f e l e l ő  o s z l o p a i t  t ö r ö l j ü k .
Véve  e g y  u  o s z l o p v e k t o r t ,  d e f i n i á l j u k  a z  u-^, . . . ,  u ^  o s z ­
l o p v e k t o r o k a t :  a z  u - b ó l  ú g y  k e l e t k e z i k ,  h o g y  a z  u
R - n e k  m e g f e l e l ő  e l e m e i t  t ö r ö l j ü k .  H a s o n l ó a n  d e f i n i á l j u k  a  
B ^ , . . .  B^ o s z l o p v e k t o r o k a t ,  a m i k e t  a  b o s z l o p v e k t o r b ó l  
s z á r m a z t a t u n k .
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í g y  az Au = b r e n d s z e r
q.
E A U r ,  s B r  1 , 2 , .  . . qs  rS=1
a l a k b a n i r h a t ó . F e l t é v e , h o g y  Ar ^r nem s z i n g u l á r i s ,  a  k ö -
v e t k e z ő c s o p o r t - ■ i t e r a t i v m ó d s z e r e k e t d e f i n i á l h a t j u k :
1 / 1 .  J a c o b i  b l o k k i t e r á c i ó s  m ó d s z e r t  a z  a l á b b i  k é p l e t  d e f i ­
n i á l j a  :
U( n + 1 ) + ^ a
s “ l
U ( n )  = B r  = 1 , 2  , .  . . q
v a g y  am i  v e l e  e k v i v a l e n s : 
(n+1) _ qU Z B  U (n )  + C S=1 r , s  s  r
s=j=r
ir 1 , 2 , . . . ej
a h o l
, - A 1 A , h a  r  f  sUllCQ r s
r ,  s  [
0 f h a  r  = s
1 / 2 .  GS b l o k k i t e r á c i ó s m ó d s z e r
B
A u ( n + 1 ) + E A U ^n + 1 ) + E A U ^n  ^ = B 
r ' r  r  S=1 r , s  s  s = r + 1  r , s  s
3T 1 f  2  ^ • C£
v a g y
u ( n + l )  = £ ( U ) u ( n )  + ( i _ l MI))-1c (H) a h o l
í l ’ l = ( I - L ^ h u * 1” . L ( , > = Lj
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u ( , ) = < d ” )-
c < ’ > = ( D « f
k e z i k , h o g y
a h o l i é s
r (H) é a C■
u
r 1 b , D  ^ ^  = d i a g ^ A : e z  A - b ó l  ú g y  k e l e t -
e l e m  h e l y é r e ,
H)
u A - b ő l  ú gy  k e l e t k e z i k ,  h o g y  O - v a l  p ó t o l ­
j u k  a  m i n d e n  o l y a n  a ^ j  e l e m é t ,  a h o l  i  é s  j  k ü l ö n ­
b ö z ő  c s o p o r t b a n  v a n  é s  o l y a n ,  h o g y  a z  i - t  t a r t a l m a z ó  
c s o p o r t  k ö z v e t l e n ü l  k ö v e t i  v a g y  m e g e l ő z i  a  j - t  t a r t a l ­
mazó c s o p o r t o t .
1 / 3 .  A JOR é s  SOR b l o k k i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  
A JOR b l o k k i t e r á c i ó s  sém a :
(n+1) _(U) (n) ^ (11)u v = B ' u  + Ü)Cü)
A SOR b l o k k i t e r á c i ó s  séma:
u ( n + l >  = í ( ' >)u ( n )  + MC<1>
<0 v
a h o l
b ' ” ) = + ( 1 - 0 . )  I ,  B(1,> = ( d V c 1’ 1 ,CO
C(H)= D ( H ) _ A é s  £ u j ^ V ‘> =  ( I - coL (1T  ^ ) 1 ( a > U ^  + ( l - w ) l )
A b l o k k i t e r á c i ó s  m ó d s z e r  " a l a p k é r d é s e "  e g y  'Qw=r ( 1 . 3 . 1 )  
e g y e n l e t r e n d s z e r  m e g o l d á s a ,  a h o l  Q e g y  a d o t t  m á t r i x  
é s  v a d o t t  v e k t o r .  Ez k ü l ö n b ö z ő  m ó d s z e r e k k e l  / e l s ő -
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s o r b a n  d i r e k t  m ó d s z e r r e l /  t ö r t é n h e t .  Á l t a l á b a n  G a u s s  
e l i m i n á c i ó t  h a s z n á l n a k .  A bban  a  s p e c i á l i s  e s e t b e n ,  a m i ­
k o r  a  Q t V i d i a g o n á l i s , a  G a u s s  e l i m i n á c i ó n á l  g y o r s a b b ,  
a  s p e c i á l i s  a d o t t s á g o t  j o b b a n  f i g y e l e m b e  v e v ő  m ó d s z e r e ­
k e t  h a s z n á l h a t u n k .
Thomas / 1 9 4 9 /  a l g o r i t m u s a  a  k ö v e t k e z ő :
írjuk a (I.3.1)rendszert
Könnyű i g a z o l n i ,  h o g y  co^- t  a  k ö v e t k e z ő  m ódon  k a p h a t -  
j  u k  m e g :
tü . 1 =  q. - b i “ i + l
1 i =  M -




i b . =í
C.1







/ M -2 ,  . . . , 1  a h o l  1
1 — 2 , 3 , . . . ,  M
1 2 , 3 , . •  . , M
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Ez a  m ó d s z e r  a l k a l m a z h a t ó ,  ha
B .i > 0 i  = 1 , 2 ,  . . .  M
> I c n I1 1 1 1
B . 1 II
V o H- + | a J ,  l e j  f  0  Ia J  0  i  = 2 , 3 , . . M - l
BM =  I AM I
E gy  m á s i k  m ó d s z e r t  1 9 7 4 - b e n  M alcom é s  P a l m e r  d o l g o z o t t  
k i ,  v a l ó s  s z i m m e t r i k u s  d i a g o n á l  d o m i n á n s  t r i d i a g o n á l i s  
m á t r i x o k t a .  / L á s d :  ( 2 2 ) /
T r i d i a g o n á l i s  e g y e n l e t r e n d s z e r  m e g o l d á s a  n y i l v á n  s o k k a l  
k e v e s e b b  m u n k á v a l  j á r ,  m i n t h a  a  Q m á t r i x n a k  k e v é s  a  
n u l l a  e l e m e .  M o s t  l e í r u n k  e g y  e l j á r á s t ,  a m i t  C u t h i l l  
é s  V a r g a  1 9 5 9 - b e n  d o l g o z o t t  k i  a r r a  a z  e s e t r e ,  a m i k o r  
Q p o z i t i v  d e f i n i t .  Qto = v  m e g o l d á s á t  l é n y e g é b e n  u g y a n ­
a k k o r a  m u n k á v a l  k a p j a  m eg ,  m i n t  a m i k o r  Q d i a g o n á l i s .
Ez e g y  b e v e z e t ő  m ű v e l e t e t  k ö v e t e l  meg,  d e  e z  á l t a l á ­
b an  nem n a g y o n  n ö v e l i  a m u n k á t ,  m i v e l  s o k  a z o n o s  Q m á t -  
r i x u  e g y e n l e t e t  o l d u n k  meg.
I l l u s z t r á l j u k  a z  e l j á r á s t  a k ö v e t k e z ő  f e l a d a t  v i z s g á l a ­
t á v a l  :
L e g y e n
K e r e s ü n k  e g y  o l y a n  D d i a g o n á l  m á t r i x o t  é s  e g y  T b i d i -
a g o n á l  m á t r i x o t ,
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B e l á t h a t j u k ,  h o g y  e k k o r
d i  = d, = I  b, -
' k - 1  
^ - 1
k  = 2 , 3  
k  = 1 , 2
Ck d, dk k+1
k = 1 , 2
I g a z o l h a t ó ,  h o g y  m i v e l  M p o z i t i v  d e f i n i t ,  m i n d e n  d 
v a l ó s  é s  p o z i t i v ,  i g y  a z  e l j á r á s  a l k a l m a z h a t ó .
DT^TDw = v  v a g y  TTT(Dw) = D*xv
TL e g y e n  z = Du , y  = T z , e k k o r  T y = D’1 v  = s
E z t  m e g o l d v a :
Y l  -  S1
y 2 -  s 2 - e i y  
y 3 = s 3- e 2y 2
Tz = y  - t  m e g o l d v a : z = Do)-t  m e g o l d v a  
Z1
2 3 = y 3 W1 = d ^
Z2 = y 2- e 2 Z3 W2 = Z2 / d 3
I
Z1 = y l " e l e 2 w = z Id  3 3 3
A g y a k o r l a t b a n  z ^ - v e l  d o l g o z u n k ,  é s  m i k o r  l á t j u k ,  h o g y  
a z  e l j á r á s  k o n v e r g e n s ,  c s a k  a k k o r  s z á m o l j u k  k i  a  z - h e z  
ü) - t  .
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B l o k k i t e r á c i ó s  m ó d s z e r n é l ,  h a  A p o z i t i v  d e f i n i t ,  
a k k o r  m i n d e n  ^  p o z i t i v  d e f i n i t ,  é s  D ^ - t  é s  Tr - t  a  
f e n t i  l e i r t  m ódon  h a t á r o z z u k  m e g .
Ur  k e r e s é s e  h e l y e t t  e g y  Vr  = D^U.^ - t  k e r e s ü n k .
D ^ - t  e s  Tr “ t  k i  t u d j u k  s z á m i t a n i ,  m e g h a t á r o z h a t j u k  
k o m p o n e n s e i t  m i n d e n  i t e r á c i ó b a n  2m s z o r z á s s a l ,  
a h o l  m a  Dr  r a n g j a .
B l o k k - J ,  -GS é s  -SOR m ó d s z e r n é l  a  r á f o r d í t o t t  munka  
i t e r á c i ó k é n t  k b .  u g y a n a k k o r a ,  m i n t  a  m e g f e l e l ő  p o n t  
m ó d s z e r n é l .  A k o n v e r g e n c i a  g y o r s a s á g  v i s z o n t  l é n y e g e ­
s e n  n a g y o b b  l e h e t .
I I .  K o n v e r g e n c i a  a n a l í z i s :
A J ,  GS é s  a SOR b l o k k i t e r á c i ó s  m ó d s z e r e k  k o n v e r g e n c i  
á j á t  t a n u l m á n y o z z u k .  H a s o n l ó  r e l á c i ó k  i g a z a k  
é s  B ^ ^  s a j á t é r t é k e i  k ö z ö t t ,  m i n t  £ é s  B s a j á t é r t é ­
k e i  k ö z ö t t .  L e g y e n  a d v a  e g y  A m á t r i x  é s  e g y  q d a r a b ­
b ó l  á l l ó  U r e n d e z e t t  c s o p o r t .  D e f i n i á l j u k  a  z = (z  )
J. /  ö
m á t r i x o t :
z j °
h a Ar , s = 0
r , s
1 i h a Ar ,  s + o
D e f i n í c i ó  :
Az A m á t r i x o t  A ^  - t u l a j d o n s á g ú n a k  n e v e z z ü k ,  h a  
z A t u l a j d o n s á g ú .
D e f i n í c i ó  :
Az A m á t r i x o t  U k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t  m á t r i x n a k  
/H-CO m á t r i x /  n e v e z z ü k ,  h a  z k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t
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D e f i n í c i ó  :
Az A m á t r i x  á l t a l á n o s a n  11 k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t
m á t r i x  (H-GCO),  h a  A = d e t ( a C T^ 11 ^+a'xC ^ ^ k D ^   ^h a - t ó lLi U
f ü g g e t l e n  m i n d e n  £ ^ 0 - r a  é s  m i n d e n  k - r a .
T é t e l  :
Ha A p o z i t i v  d e f i n i t ,  a k k o r  -  m i n t  a  SOR m ó d s z e r n é l  
1 é s  B s a j á t é r t é k e i  k ö z ö t t  -  £ ^11  ^ é s  s a j á t é r t é -(JÚ
k e i  k ö z ö t t  f e n n á l l  a z  a l á b b i  ( i i l . l )  ö s s z e f ü g g é s .
M i v e l  m i n d e n  A i s  p o z i t i v  d e f i n i t ,  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  r , r
B<’ > h a s o n l ó  e g y  B(1l) = ( D<11 > ) t  B ( 11 > ( D( 11 > l 4"
s z i m m e t r i k u s  m á t r i x h o z .  M i v e l  B^ A - t u l a j d o n s á g u ,
A = D( 11 ^ -D ( 11 V  ^  ^ m i a t t  é s  m i v e l
( D ( ^ ) 2"a  ( D  ^^  = i  —b  ^ ^ ) p o z i t i v  d e f i n i t ,  k ö v e t k e z i k ,
h o g y  y ^ 11^  = S ( B ^ ^ )  < 1 .
y ^ ^ - b ö l  m e g h a t á r o z h a t j u k  a z  o p t i m á l i s  üj^ 1^  r e l a x á c i ­
ó s  f a k t o r t .
«<*> = 
b





) = ( I I I . 1)
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A J ,  GS é s  SOR b l o k k i t e r á c i ó t  p a r c i á l i s  d i f f e r e n c i á l ­
e g y e n l e t e k  m e g o l d á s á n á l  ú g y  c é l s z e r ű  f e l h a s z n á l n i ,  h o g y  
a  r á c s h á l ó  e g y  s o r á n  l e v ő  p o n t o k h o z  t a r t o z ó  d i f f e r e n ­
c i á l e g y e n l e t e k e t  s o r o l j u k  e g y  b l o k k b a .  E z t  a  s p e c i á l i s  
c s o p o r t o s i t á s s a l  k e l e t k e z ő  i t e r á c i ó t  v o n a l i t e r á c i ó n a k  
n e v e z z ü k .
A J ,  GS é s  SOR v o n a J - i t e r á c i ó  k o n v e r g e n c i a - s e b e s s é g é r ő l  
e l m o n d h a t j u k ,  h o g y  a GS v o n a l i t e r á c i ó  k é t s z e r  o l y a n  
g y o r s ,  m i n t  a J v o n a l i t e r á c i ó .  SOR v o n a l i t e r á c i ó n á l
__________ 2___________
i + ( i - s ( b ( 1t  ^ ) 2 )^
r e l a x á c i ó s  f a k t o r t  h a s z n á l ­
v a  a  v o n a l - S O R  / 2 1 - s z ő r  o l y a n  g y o r s ,  m i n t  a  k ö z ö n s é ­
g e s  SOR.
Mig a  / 2 1 f a k t o r  m e g t a k a r i t á s  v i s z o n y l a g  s z e r é n y  j a ­
v u l á s  ö s s z e h a s o n l i t v a  a z z a l  a  n y e r e s s é g g e l , a m i t  a k k o r  
é r ü n k  e l ,  a m i k o r  a  GS m ó d s z e r t  a  S O R - r a l  h e l y e t t e s i t ­
j ü k ,  a z o n b a n  n a g y o n  n a g y  p r o b l é m á k  e s e t é n  m é g i s  m e g é r i  
a  f á r a d t s á g o t .  T e r m é s z e t e s e n  o l y a n  s é m á t  k e l l  h a s z n á l ­
n i ,  a m i t  m á r  a z  e l ő b b  l e i r t u n k ,  h o g y  a  ( r á f o r d í t o t t  
munka / i t e r á c i ó )  n e  l e g y e n  n a g y o b b ,  m i n t  p o n t i t e r á ­
c i ó n á l .
A k é t - e g y e n e s  i t e r a t i v  m ó d s z e r  H2 r e n d e z e t t  c s o p o r ­
t o t  h a s z n á l ,  a h o l  R^ m e g f e l e l  a  k é t  e l s ő  r á c s s o r o n  
l e v ő  p o n t o k n a k ,  R2 p e d i g  a  h a r m a d i k - n e g y e d i k n e k ,  
s t b .  Be l e h e t  l á t n i ,  h o g y  a z  A H2~CO m á t r i x ,  e z é r t
(U2 ) U p )
u g y a n o l y a n  r e l á c i ó k  v a n n a k  £ é s  B i l l e t v e
é s  B s a j á t é r t é k e i  k ö z ö t t .  Ha A p o z i t i v  d e f i -
_ U 2 ) U 2 )
n i t ,  a k k o r  p = S(B ) < 1 é s  co o p t i m á l i s  é r t é ­
k é t  a  f e n t i  módon k a p h a t j u k  m eg .  V a r g a  1 9 6 0 - b a n  megmu-,-
U ) p
t a t t a ,  h o g y  a  k é t - e g y e n e s  SOR m ó d s z e r n é l  oj - v a lD
a  k o n v e r g e n c i a  s e b e s s é g  k b .  k é t s z e r e s e  m i n t  w, - t3 D
h a s z n á l v a .
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P a r t e r  1 9 6 1 - b e n  b e l á t t a ,  h o g y  a  k - e g y e n e s  SOR m ó d s z e r  
o p t i m á l i s  o j - v a l  / 2 k '  - s z ó r  o l y a n  g y o r s a n  k o n v e r g á l ,  
m i n t  £ ^  e s e t é n .  T e r m é s z e t e s e n  b o n y o l u l t a b b  e g y e n l e t  
r e n d s z e r e k e t  k e l l  m e g o l d a n i  m i n d e n  i t e r á c i ó b a n .  
1 9 6 0 - b a n  V a r g a  m e g m u t a t t a ,  h o g y  a  f a k t o r i z á c i ó s  t e c h ­
n i k á t  a l k a l m a z v a  / e z  h a s o n l ó  a  3 . 2 - b e n  l e í r t a k h o z / , - h a  
A p o z i t i v  d e f i n i t ,  -  e g y  5 d i a g o n á l i s u  r e n d s z e r t  k é t  
e g y e n e s  S O R - r a l  m e g o l d v a ,  a  m u n k a / i t e r á c i ó  l é n y e g é b e n  
u g y a n a k k o r a ,  m i n t  p o n t - S O R - n á l .
A p o n t  é s  b l o k k - t e r á c i ó s  m ó d s z e r e k  ö s s z a h a s o n l i t á s a
I g a z a k  a z  a l á b b i  t é t e l e k :
Ha A M - m á t r i x ,  a k k o r  S ( £ ^ ^ )  _< S ( £ )
h a  A S t i e l t j e s  m á t r i x ,  é s  1I-GC0 m á t r i x ,  a k k o r
y  ^ ^  = S ( B ^ ^ )  < 1  é s  é r v é n y e s  ( I I I .  1).  T o v á b b á ,  m i ­
v e 1 S ( B ^ )  < S ( B ) , a z é r t  £ ü) .b
S ő t  m i n S ( £  ) > cü - 1  > S(£
(jű 00 — D —
A b l o k k  SOR m ó d s z e r  oj = co
Mi) 
w U )D
= „ ( » >  -
) .
v e i  l e g a l á b b  o l y a n  g y o r
s a n  k o n v e r g á l ,  m i n t  a  p o n t - S O R  t e t s z ő l e g e s  oj - v a l .
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7.  AZ ITERATIV MÓDSZER KIVÁLASZTÁSA
M ost  n é h á n y  t a n á c s o t  a d u n k  a r r a ,  h o g y a n  v á l a s z u k  k i  a  m e g f e ­
l e l ő  i t e r á c i ó s  m ó d s z e r t  a z  Au = b  e g y e n l e t  m e g o l d á s á r a ,  h a  
az  A m á t r i x  v a l a m i l y e n  t u l a j d o n s á g a  i s m e r t .
Tegyük  f e l ,  h o g y  i s m e r j ü k  p o n t o s a n ,  v a g y  l e g a l á b b  i s  e l é g  j ó  
k ö z e l í t é s s e l  a z  A v s a j á t é r t é k e i n e k  a  a l s ó  é s  b f e l s ő  
k o r l á t j á t .  Ha a z  a - o n  é s  a  b - o n  k i v ü l  más nem i s m e r t ,  a k k o r  RF 
m ó d s z e r t  h a s z n á l h a t j u k
2
P --------- r - r -
( a + b )
p a r a m é t e r r e l :
u ( n + 1 )
a + b a+ b
Ennek  a  m ó d s z e r n e k  a  s p e k t r á l  r á d i u s z a :
S( I  -  ~ z  A) = < 1
a + b  b+ a
A k o n v e r g e n c i á t  e g y  n a g y s á g r e n d d e l  j a v i t a n i  t u d j u k ,  h a  R F - S I  
m ó d s z e r t  h a s z n á l u n k .
Ha t u d j u k ,  h o g y  a z  A A - t u l a j d o n s á g u , a k k o r  a  J - S I  m ó d s z e r  a  
l e g j o b b .
Ha A L - m á t r i x ,  a k k o r  a  GS m ó d s z e r t  a j á n l h a t j u k ,  d e  m i v e l  £ 
s a j á t é r t é k e i  k o m p l e x e k  i s  l e h e t n e k ,  s z e m i i t e r á c i ó t ó l  t o v á b b i -  
j a v i t á s  nem v á r h a t ó .
y = S ( B )< 1 e s e t b e n ,  h a  y é r t é k é r e  t u d u n k  b e c s l é s t  a d n i ,
2
a k k o r  0)^= f a k t o r r a l  v é g r e h a j t o t t  SOR m ó d s z e r r e l
l é n y e g e s e n  g y o r s í t h a t ó  a  k o n v e r g e n c i a ,  s e b e s s é g e  j o b b  a  J - S I  
m ó d s z e r n é l  i s .
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*
Ha A A - t u l a j d o n s á g u ,  a k k o r  s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  á t r e n d e ­
z é s é v e l  k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t  m á t r i x o t  k a p h a t u n k .  I l y e n  
m á t r i x r a  a  SOR j ó l  a l k a l m a z h a t ó .
Ha A A^  —t u l a j d o n s á g ú ,  a k k o r  a z  MSOR, CCSI,  G S - S S I  m ó d s z e r  
h a s z n á l a t a  e l ő n y ö s .  E g y s z e r ű s é g e  m i a t t  e b b e n  a z  e s e t b e n  a  
SHELDON m ó d s z e r  a  l e g s z i m p a t i k u s a b b .
Young a z t  j a v a s o l t a ,  h o g y  m i e l ő t t  e g y  m ó d s z e r t  k i v á l a s z t a -
í D1 H I
n á n k ,  s z á m o l j u n k  e g y  i t e r á c i ó t  G S - m ó d s z e r r e l . Ha A = D J
D^,  D2 n é g y z e t e s  d i a g o n á l  m á t r i x o k ,  h a j t s u n ka l a k ú ,  a h o l  
v é g r e  e g y  SOR i t e r á c i ó t  w = oo g y o r s i t ó  t é n y e z ő v e l .  E k k o r
a  k a p o t t  m ó d s z e r n e k  / a m i  v é g e r e d m é n y b e n  a S h e l d o n  m ó d s z e r /
1 ik i s e b b  a n o r m á j a ,  m i n t  a  SOR m ó d s z e r n e k .  Az n o r ­
m á j a  v i s z o n t  m in d  a  k é t  m ó d s z e r n e k  m ajdnem  u g y a n a k k o r a .  A z t  
A z t  i s  b e  l e h e t  l á t n i ,  h o g y  h a  GS i t e r á c i ó v a l  k e z d ü n k  é s  
G S - S I - v e l  f o l y t a t j u k ,  a k k o r  a z  e r e d m é n y  e g y  o l y a n  m ó d s z e r  
/ G S - S S I / ,  a m e l y n e k  l é n y e g e s e n  j o b b  n o r m a - t u l a j d o n s á g a i  v a n ­
n a k ,  m i n t  a  G S - S I  m ó d s z e r n e k .
E l l i p t i k u s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k b ő l  k a p o t t  r e n d s z e r r e  e l ő ­
n y ö s e n  l e h e t  h a s z n á l n i  a z  SSOR s z e m i - i t e r a t i v  m ó d s z e r r e l  v a -
( D H1 r e n d e z é s
K D.
h e l y e t t  a  t e r m é s z e t e s  r e n d e z é s t  k e l l  h a s z n á l n i ,
U1 =
1 + ( l - 2 y + l )
- g y e i  é s  e s e t l e g  n é h á n y  v a l a m i v e l  n a g y o b b
é r t é k k e l  i t e r á l v a  e g y  o l y a n  p o r b l é m á r a ,  a m e l y n e k  a  
h a t á r f e l t é t e l e  n u l l a  é s  k o n s t a n s  a  k e z d e t i  é r t é k e ,  S Í p ^ )  
b e c s ü l h e t ő .  Ha S ( p ) k i c s i ,  a k k o r  é r d e m e s  s z e m i - i t e r á c i ó v a lÜJ
p r ó b á l k o z n i .  E z t  a  v i z s g á l a t o t  v o n a l  SSOR-ra  é s  p o n t  S S O R - r a  
i s  c é l s z e r ű  v é g r e h a j t a n i .
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D i s z k r é t  D i r i c h l e t  p r o b l é m á r a  a  f e l s o r o l t  m ó d s z e r e k  k ö z ü l  a  PR 
m ó d s z e r  k o n v e r g á l  a  l e g g y o r s a b b a n ,  a  k o n v e r g e n c i á h o z  s z ü k ­
s é g e s  i t e r á c i ó s z á m  PR m ó d s z e r n é l :  0 ( / l o g  h / )  / a h o l  h a
r á c s t á v o l s á g  /
J  é s  GS m ó d s z e r n é l  : O ( h~2 )
SOR m ó d s z e r n é l :  0  ( hT1 ) ,
R i c h a r d s o n  m ó d s z e r n é l :  O ( h'1 ) ,
, - K
S S O R -n á l  p e d i g :  0 ( h 2 )
S a j n o s ,  a z o k n a k  a f e l a d a t o k n a k  a z  o s z t á l y a ,  a h o l  a  PR m ó d s z e r  
e l m é l e t i l e g  b e b i z o n y i t h a t ó a n  k o n v e r g e n s ,  e l é g  k o r l á t o z o t t .
Ha e l é g  k i c s i  a  r á c s t á v o l s á g ,  a k k o r  a  PR h e l y e t t  a  SOR mód­
s z e r t  l e h e t  a j á n l a n i ,  m i v e l  k e v e s e b b  i d ő t  é s  k i s e b b  m e m ó r i a -  
k a p a c i t á s t  i g é n y e l .  Ha a  m á t r i x  p o z i t i v  d e f i n i t ,  a  R i c h a r d ­
s o n  m ó d s z e r  e g y  n a g y s á g r e n d d e l  g y o r s a b b ,  m i n t  a  G S ,  v i s z o n t  
b o n y o l u l t ,  m u n k a i g é n y e s  é s  a  k e r e k i t é s i  h i b á k  n a g y o n  megnő­
n e k .  A R i c h a r d s o n  m ó d s z e r n é l  t e h á t  a  SOR m ó d s z e r  g y o r s a b b  é s  
e g y s z e r ű b b  i s .
S a j n o s  n é h á n y  s p e c i á l i s  e s e t t ő l  e l t e k i n t v e  n i n c s  o l y a n  s z i s z -  
t e m a t i k u s  e l j á r á s ,  a m e l y  e l ő r e  m e g m o n d a n á ,  h o g y  a z  a l k a l m a ­
z o t t  m ó d s z e r  a  l e g h a t é k o n y a b b - e . N y i l v á n v a l ó a n  még  j e l e n t ő s  
k u t a t á s o k  s z ü k s é g e s e k  a h h o z ,  h o g y  e z e k n e k  a  f o n t o s  m ó d s z e r e k ­
n e k  s z i l á r d  e l m é l e t i  a l a p j á t  m e g a d j u k .
h a  A p o z i t i v  d e f i n i t ,  k o n z i s z ­
t e n s e n  r e n d e z e t t ,  v a g y  S t i e l t -  
j e s  m á t r i x
h a  A p o z i t i v  d e f i n i t ,
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P É L D A
A m á g n e s e s  t e r e k  s z i m u l á c i ó j a  c s o p o r t  a  v i l l a m o s  g é p e k  t e r ­
v e z é s é b e n  a l a p v e t ő  s z e r e p e t  j á t s z ó  h o r o n y s z ó r á s i  i m p e d a n c i á k  
m e g h a t á r o z á s á v a l  f o g l a l k o z o t t .  E n n e k  s o r á n  v i z s g á l t u k  k i ö n ­
t ö t t  h o r n y u  a s z i n k r o n  g é p  h o r o n y s z ó r á s i  i m p e d a n c i á j á t ,  a m e l y  
a  g é p  m á g n e s e s  k ö r e  é s  i g y  a  m ű s z a k i  p a r a m é t e r e k  / f o r d u l a t ­
s z á m ,  n y o m a t é k /  s z e m p o n t j á b ó l  a  g é p  f o n t o s  j e l l e m z ő j e .
A h o r o n y i m p e d a n c i a  m e g h a t á r o z á s á h o z  a  h o r o n y  e l e k t r o m á g n e s e s  
é s  á r a m l á s i  t e r é t  k e l l  p o n t o s a n  i s m e r n i ,  a m e l y e t  a  b o n y o l u l t  
g e o m e t r i a i  f e l t é t e l e k  é s  a n y a g i n h o m o g e n i t á s o k  m i a t t  i g e n  n e ­
h é z  s z á m o l n i .  M u n k á n k b a n  a z  e l r e n d e z é s r e  v o n t a k o z ó  e l e k t r o m á g ­
n e s e s  M a x w e l l  e g y e n l e t e k e t  o l d o t t u k  meg n u m e r i k u s  m ó d s z e r e k ­
k e l ,  m i k ö z b e n  a  v a l ó s á g o s  g e o m e t r i á t  v e t t ü k  a l a p u l .  í g y  a  
k v á z i s t a c i o n á r i u s  e s e t r e  é r v é n y e s  M a x w e l l  e g y e n l e t e k b ő l  a  
t á r g y a l t  e s e t b e n
-V
E = i  . p  . E
a d ó d o t t ,  a h o l  E a  v i l l a m o s  t é r e r ő s s é g ,  a m e l y  l o n g i t u d i n á ­
l i s  i r á n y ú  é s  k o m p l e x  m e n n y i s é g ,  p = toyy , a h o l  u> a  k ö r f r e k ­
v e n c i a ,  y m á g n e s e s  p e r m e a b i l i t á s , é s  y a  v i l l a m o s  v e z e t ő k é ­
p e s s é g .  A f e l a d a t o t  a  k ö v e t k e z ő  p e r e m f e l t é t e l  m e l l e t t  a k a r ­
t u k  m e g o l d a n i :
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Re E = 1 ,  lm É = 0
r  = r 1 + r 2 r ^ - n  ReE :
3 ReEr  n -^_r -  
3n
a h o l  n  a  
t o r a .
= 1 ,  ImE = 0
= 0 ,  = 0
3n
T2 f e l ü l e t  n o r m á l v e k
E = u  + i v  j e l ö l é s t  b e v e z e t v e  e g y e n l e t ü n k  k é t  r é s z r e  b o n t  
h a t ó :
>CíIId
<




3u = 0 ;
r .
3 v
Av = - p  u 3n 3n = 0
E b b ő l  v  = — Au , i g y
AA u = - p 2u
e g y e n l e t e t  k a p j u k  a  m e g o l d á s  v a l ó s  r é s z é r e .
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A p e r e m f e l t é t e l e k :
u 1 ; 9 u I 9 A u 19n „ = O; 9 n *T0 = 0
2 Z
F e d j ü k  b e  h r á c s t á v o l s á g u  h á l ó v a l  a  t a r t o m á n y t  é s  ö t  p o n ­
t o s  d i f f e r e n c i á l s é m á t  h a s z n á l v a  d i s z k r e t i z á l j u k  a  AAu = - p 2u 
b i h a r m o n i k u s  e g y e n l e t e t .  í g y  e g y  l i n e á r i s  e g y e n l e t r e n d s z e r t  
k a p u n k .
Az e l ő z ő  f e j e z e t  ö s s z e f o g l a l á s á b ó l  k i t ű n i k ,  h o g y  a  s z a k i r o d a -  
lom a SOR m ó d s z e r t  a j á n l j a  l e g i n k á b b d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k b ő l  
s z á r m a z ó  n a g y m é r e t ű  l i n e á r i s  e g y e n l e r e n d s z e r e k  m e g o l d á s á r a ,  
m i v e l  a  l e h e t ő s é g e k h e z  k é p e s t  k i s  m e m ó r i a t e r ü l e t e t  h a s z n á l  é s  
e l é g  g y o r s  m ó d s z e r .
F e l a d a t u n k b a n  s a j n o s  a  d i s z k r e t i z á l á s  s o r á n  k e l e t k e z ő  m á t r i x  
nem A t u a l j d o n s á g u ,  d e  a  t a p a s z t a l a t  a z t  m u t a t t a ,  h o g y  k b .  
m á s f é l s z e r  g y o r s a b b  még i g y  i s  a  SOR a  GS m ó d s z e r n é l .
Hogy b e c s l é s t  k a p j u n k  a r r a ,  h o g y  i t e r á c i ó v a l  j u t u n k  e l é g  k ö ­
z e l  a  m e g o l d á s h o z ,  e l ő s z ö r  e z t  a  f e l a d a t o t  t é g l a l a p  t a r t o ­
m ányon  o l d o t t u k  meg .  M i v e l  i l y e n  e s e t b e n  a n a l i t i k u s  m e g o l d á s  
i s  i s m e r t ,  k ö n n y ű  v o l t  a  m e g f e l e l ő  i t e r á c i ó s z á m o t  m e g h a t á r o z ­
n i  a z  á r a m s ü r ü s é g  k o m p l e x  v e k t o r á n a k  a  h o r o n y  t e n g e l é b e n  l é t ­
r e j ö v ő  v á l t o z á s t  f i g y e l v e .  Ez a z  " e l ő k é s z i t ő "  i t e r á c i ó s z á m ­
v i z s g á l a t  v é g e r e d m é n y b e n  a l a p j a  l e h e t  m i n d e n  o l y a n  b e c s l é s n e k ,  
ami t é g l a l a p t ó l  k ü l ö n b ö z ő  t a r t o m á n y r a  v é g r e h a j t o t t  i t e r á c i ó k  
s z á m á t  h i v a t o t t  m e g á l l a p í t a n i . V é g s ő  c é l u n k  a z ,  h o g y  k ü l ö n ­
b ö z ő  t a r t o m á n y o k o n  o l d j u k  meg a z  e g y e n l e t e t ,  a m i n e k  a l a p j á n  
k i v á l a s z t h a t ó  a z  a  h o r o n y a l a k z a t ,  a m e l y  l e g g a z d a s á g o s a b b  
a d o t t  f r e k v e n c i a -  é s  a n y a g p a r a m é t e r  e s e t é n .
T e k i n t s ü k  t e h á t  e l ő s z ö r  a  b i h a r o m o n i k u s  e g y e n l e t  m e g o l d á s á t  
t é g l a l a p  t a r t o m á n y o n .  A p e r e m f e l t é t e t e l e k  a z  á b r á n  l á t h a t ó k :
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r i - n ReE = 1 , Im E = 0
r 2 - n
3 ReE
3n = o ,
3lmE
3n = 0
Az á r a m s ü r ü s é g  k o m p l e x  v e k t o r á n a k  a  h o r o n y  t e n g e l y é b e n  l é t ­
r e j ö v ő  v á l t o z á s a  a  k ö v e t k e z ő  á b r á n  l á t h a t ó :
A n a l i t i k u s  k é p l e t e :  ~  = J q . ^  & - ■ ^
Mig GS m ó d s z e r r r e l  1 7 0 0 ,  i t e r á c i ó  k e l l e t t  a h h o z ,  h o g y  e z t  
az  á b r á t  k a p j u k ,  SOR m ó d s z e r r e l  v i s z o n t  c s a k  1 0 0 0 .  / A SOR
m ó d s z e r t  ú g y  a l k a l m a z t u k ,  h o g y  e l ő s z ö r  20 GS i t e r á c i ó t  e l ­
v é g e z t ü n k ,  a  m á t r i x  l e g n a g y o b b  s a j á t é r t é k é n e k  ( p - n e k )  m e g h a ­
t á r o z á s á h o z ,  m a j d  a k é p l e t b ő l  k i s z á -
l + ( l -  y ) *
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m o l t u k  aj - t .  Ez a  k é p l e t ,  m i n t  t u d j u k ,  p o n t o s  y e s e t é n  i s  
c s a k  a k k o r  a d n á  a z  o p t i m á l i s  w - t ,  h a  a  m á t r i x  p o z i t i v  d e f i ­
n i t ,  k o n z i s z t e n s e n  r e n d e z e t t  l e n n e .  M i v e l  e z  n á l u n k  nem t e l ­
j e s ü l ,  é r t h e t ő  a  m a g a s  i t e r á c i ó s z á m . /
Az e l ő z ő  s z á m i t á s  a l a p j á n  úg y  d ö n t ö t t ü n k ,  h o g y  a z  e r e d e t i  
p r o b l é m a  m e g o l d á s á h o z  k b .  1500  i t e r á c i ó v a l  e l é g  k ö z e l  j u t u n k .  
5 0 0 - a n k é n t  k i r a j z o l t u k  a z  i t e r á c i ó  e r e d m é n y é t .  Ez l á t h a t ó  
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